Die Losung emiger phyllotaktischen Probleme
mittels einer diophantischen Gleichung.

Von Epmunp Kerper.

(Vorgelegt von Hrn. Scuwexpeser am 13. April [s. oben N, 393].)

Hierzu Taf. VIIIL.

Vorbemerkung von S. SCHWENDENER.

In meiner Darstellung der Verschiebungen, welche die seitlichen Organe
durch den gegenseitigen Druck erfahren (Mechanische Theorie der Blatt-
stellungen, S. 12). habe ich den Versuch gemacht. die Mechanik dieser Ver-
schiebungen zu begriinden und die Grisse der Divergenzinderungen fiir eine
Reihe einfacherer Fille durch genaue Berechnung der vorkommenden Maxima
und Minima. sowie gewisser mittlerer Werthe, zu bestimmen. Die Methode,
die ich hierbei anwandte., war eine rein geometrische: sie bot allerdings den
Vortheil, dass sie von der iiblichen Construction spiraliger Stellungen ausging
und nur ganz elementare mathematische Kenntnisse voraussetzte, war aber
insofern unbequem. als jedes einzelne Stellungsverhiltniss besonders construirt
und berechnet werden musste. Einige Verallgemeinerungen, die ich seitdem
durchgefithrt habe. sind nicht veriffentlicht.

Die nachstehende Mittheilung des Hrn. Kereer bildet nun gerade mit
Riicksicht auf solche Berechnungen. die auf diesem (rebiete nicht zu umgehen
sind. eine erwiinschte Erginzung meiner Darlegungen. Dieselbe enthilt
niamlich eine allgemeine Formel. in welche man bloss die fiir einen conereten
Fall gegebenen Werthe einzusetzen hat, um die gewiinschte Divergenz zu
erhalten. Nach dieser Formel hat der Verfasser die in meiner Theorie der
Blattstellungen verdffentlichten Tabellen nachgerechnet, und ich bemerke
ausdriicklich, dass seine Ziffern auch in den wenigen Fillen, wo sie von den
meinigen etwas abweichen, richtig sind. — Beziiglich der weiteren phyllo-
taktischen Fragen, auf welche die Mittheilung noch eingeht. verweise ich
auf den nun folgenden Text derselben.

Denkt man sich eine Anzahl von Insertionen auf einer cylindri-
schen Oberfliche nach allen Richtungen symmetrisch vertheilt. so lisst
sich aus der Gruppirung der Insertionen, welche auf zwei einzelnen
correspondirenden Schriigzeilen zur Erscheinung gelangt. trigonome-
trisch die Divergenz des Stellungsverhiiltnisses berechnen. Zu diesem
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Behufe miissen indess zuvor einige mit der Numerirung der Insertionen
zusammenhiingende Fragen erledigt werden.

1. Numerirungsprincipien.

s sei in Fig. 1 ein spiraliges Stellungsverhiltniss dargestellt, in
welchem sich zwei Zeilensysteme, deren Coordinationszahlen die rela-
tiven Primzahlen ¢ und 4 seien., unter einem Winkel ¢ kreuzen. Die
Insertion o ist durch die Punkte A und B bezeichnet. Ist @ < &, und
steigen die ¢ Zeilen von links nach rechts aufwiirts, so giebt es also
in dieser Richtung weniger Zeilen als in der entgegengesetzten, in
welcher die 0 Zeilen sich erheben. Steigt man in den beiden durch
die Insertion 0 gehenden Zeilen aufwiirts bis zum ersten gemeinsamen
Kreuzungspunkte €, so muss in demselben diejenige Insertion liegen,
welehe bei einer fortlaufenden Numerirung der auf der Grundspirale
auf einander folgenden Insertionen die Nummer a -« 6 erhiilt.! Im Punkte
F liege die Insertion 1. Die beiden Paare gegenliufiger Parastichen,
welehe durch die Insertionen 0 und 1 gehen, schneiden sich oberhalb
zum ersten Mal in ¢ und . Es sei o die Zahl der Schritte, die
man beim Aufsteigen von A bis ¢ zu machen hat, y die Schrittzahl
zwischen F und (7, £ die entsprechende zwischen B und H, und 7
diejenige zwischen F und H: so werden die Nummern der in den
Punkten ( und H gelegenen Insertionen durch die Gleichungen bestimmt:

o = ot o (e R e (1)
E D A e R T A (2)

Die Wurzeln dieser Gleichungen werden nach der Theorie der

diophantischen Gleichungen auf folgende Weise bestimmt:

a : x ;
Man verwandle den Bruch in einen Kettenbrueh und bestimme

b

i d’ a

den vorletzten Niherungswerth —-.°
: B

! Stellt das gegebene Stellungsverhiiltniss gedrehte g-blittrige Wirtel dar, ent-
halten also die Coordinationszahlen @ und 4 den grossten gemeinsamen Factor ¢, so
giebt es bekanntlich ¢ solche Lingssegmente der Cylinderfliiche, in deren jeder ein
und dasselbe spiralige Stellungsverhiltniss besteht. B Die fiir diese spiraligen Anord-

- - . rl ) .
nungen geltenden Ordnungszahlen der Parastichen sind — und —: der Punkt €' erhiilt
= = [# [/

: a b e 6
demnach die Nummer —« (]u Fig. 2 z. B, —
g 3
b e E: R A )
= /', so gelten in jedem Liingssegmente die niimlichen Gesetze fiiv @' und 8, wie

9
bei einer einfachen spiraligen Anordnung fiir @ und 4, bediivfen also keiner beson-

8] - ; a
= EJ). Setzt man —a' und
3 s

deren 1Untersuchung,

] o aw -5 - ‘; l F
2 Fiir den Fall, dass a =1 ist. kann man den Broch — als lwettenbrueh

]
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Die simmtlichen moglichen ganzzahligen Werthe fiir die Variablen
in (1) und (2) werden dann durch folgende Gleichungen bestimmt:

B4 bem

T =}

Y=Fa+a-m
E=tat+a-m
N==% B+ b.m.

In diesen vier Gleichungen kann m jeden beliebigen ganzzahligen
Werth annehmen. und es ist vor « und 25 das obere oder untere
Vorzeichen zu setzen, je nachdem : einen paarigen oder unpaarigen
Niherungswerth bezeichnet.

Aus den simmtlichen mdglichen Wurzelwerthen dieser vier
Gleichungen hat man nun die kleinstmoglichen (positiven) auszuwiihlen.
Setzt man daher in jenen Gleichungen je nach Bediirfniss m=o0

oder = 1, so nehmen sie folgende Gestalt an:
ok S =

e G Lo A Gl e e e [ N R (3)
W — o ader i ok 13 BRSNS e il (4)
] oder = a—a (£)
S= i ey R S O R ) (5

~ - -
=0 olerr==h=—1Ig " s ot N ST (6)

In diesen Gleichungen ist der erste oder zweite Werth zu wiihlen,
: a . : .
je nachdem — einen paarigen oder unpaarigen Nilerungswerth be-

b
zeichnet.

Aus diesen Werthen fiir die Schrittzahlen in den ¢ und 6 Zeilen
wollen wir nun, um Zweideutigkeiten auvszuschliessen. diejenigen aus-
withlen, welche der Grunddivergenz (0.1) des kurzer Weges ent-
sprechen. Zu diesem Zweck miissen wir bestimmen. m welchem
Falle die Grundspirale im Sinne der ¢”. und in welchem Falle im
Sinne der b Zeilen verliuft.'

Bezeichnen J und A" (Fig. 1) die Durchschnittspunkte der durch
die Insertion 1 gehenden Parastichen mit der Horizontalen AP, so

2 1
so schreiben: —

041
0O+ 1 3 : - 3 I
= Der erste Partialwerth dieses Kettenbruchs ist — a
i [0]
K 0 ; heO 4 1 1 : I
der zweite — = 0. der dritte —  _— —_  Dann i1st e— 0. = 1. und — stets
1 be1 +0 b [/

ein unpaariger Nihernngswerth.
'Val. M. C. pe Caxvorre, Considérations sur 'é¢tude de Ia phyllotaxie. Geneve,
Biale, Lyon 1881, p- 70.
al*
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muss die Divergenz des kurzen Wegs auf der Grundspirale hezeichnet
werden durch die Linie AF, falls K niher an A als an B liegt,
und durch die Linie BF, falls J ndher an B als an A liegt. Je
AK= o B
1B oder 13{2—
sinnig mit den «* oder 4 Zeilen. Nun folgt aus der Alnlichkeit
der betreffenden Dreiecke unter Beriicksichtigung von (3) und (5):

nachdem also ist, verliuft die Grundspirale gleich-

b— 3
AE _AG _wxd_a i
BT ACT b 5 )_8

b

[
Bili A\ BH 0 _SE e
AB B s (_1_2__ (1 —c

(2

Hierin bezeichnen ¢ und 8 die Insertionsabstinde A und BE
auf den «* und 0% Zeilen, und es sind die oberen oder unteren
- : (i 2 : :
Werthe zu setzen, je nachdem — einen paarigen oder unpaarigen

b
Niherungswerth darstellt. Bezeichnet man mit » den letzten Partial-

: e
und mit -

— den drittletzten Nihe-
14} o

quotienten des Kettenbruchs

rungswerth, so ist:
~ ]
a=na+a und b=np + .

2 = - ol I
Da n> 1 sein muss, so ist a> 2« und b > 20, also —<—

[0 2
N
e I
und ebenso — < —.
) 2

Demnach lisst sich folgender Satz aufstellen: Die Grundspirale
B3 S o s b : a
verliuft im Sinne der a*” oder b Zeilen, je nachdem —

b
einen unpaarigen oder paarigen Niherungswerth bezeichnet.

Im ersten Falle dienen also- die zweiten Werthe von @ und y in
den Gleichungen (3) und (4), im letzteren die ersten von _f;' und » in
(5) und (6) zur Bereclimung der Nummer derjenigen Insertion (G oder H),
iiber welche der kiirzere Weg fiithrt. um in zwei gegenliuficen Zeilen
von der Insertion 0 nach 1 zu gelangen.

Dies Ergebniss fiihrt zu der allgemeinen Regel:

Bezeichnet a die kleinere und b die grissere Coordina-
tionszahl der Schrigzeilen eines spiraligen Stellungsver-
hiltnisses, so betragen die Schrittzahlen in denjenigen
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Parastichen, auf welchen der kiirzere Weg fiithrt, um in

zwei correspondirenden Zeilen von der Insertion o mach 1

zu gelangen, so viel fiir die a* Zeile, als der Nenner, und

so viel fiir die 0™ Zeile, als der Zihler des vorletzten
a - : : S

Niherungswerths von o= angiebt, gleichviel ob die Grund-
]

spirale im Sinne der a* oder 6% Zeilen verliuft.

Die beiden mdoglichen Fille sind in den Figuren 1 und 3 ver-
anschaulicht. In Fig. 1 kreuzen sich 5% und 9" Zeilen. Die Grund-
spirale verliuft also gleichsinnig mit den a* Zeilen. Der vorletzte

T S e ey : o i
Niherungswerth von 2 st —. Die Schrittzahl in der a* Zeile hetriigt
= L2

daher 2, in der b* Zeile 1, um auf dem kiirzeren Wege AGF von
0 nach 1 zu gelangen. In Fig. 3 kreuzen sich 5% und 8° Zeilen,

J
so dass die Grundspirale in der Richtung der 6% Zeilen verliuft.
. ~
Der vorletzte Niherungswerth von 2?% ist —. Die correspondirenden

Schrittzahlen betragen daher 3 in der «”, 2 in der 6 Zeile, um auf
dem kiirzeren Wege 0.8:16+11:6+-1 von 0 nach 1 zu gelangen.

2. Trigonometrische Berechnung der Grunddivergenz.

Wir sind hiermit in den Besitz sfiimmtlicher Daten gelangt. um
die Divergenz eines Stellungsverhiltnisses aus den Ordnungszahlen «
und b, den Insertionsabstinden ¢ und 8 und dem Offnungswinkel ¢
zweier correspondirender Parastichen abzuleiten.

In Fig. 4 ist dieselbe Gruppirung der Insertionen auf den beiden
correspondirenden Zeilen AC und BC und die gleiche Lage der In-
sertion 1 (F) unter Beibehaltung aller Bezeichnungen dargestellt., wie
in Fig. 1. Projicirt man nun die simmtlichen in diesen beiden Zeilen
gelegenen Insertionen (D, G .. ... C, H, ... E) auf die Horizontale AB,
und bezeichnet L die Projektion des Punktes €, so wird AL durch
die Projektionen der & auf AC gelegenen Insertionen in & gleiche
Theile p—AP— PR— RS —= ST = TU u. s. f. getheilt, und B.L durch
die Projektionen der a auf BC liegenden Insertionen in @ gleiche Theile
¢g=BQ u.s. f. Es ist demnach die Horizontale:

AB IR HEE @ 500 s S s e (7)

Bezeichmet ferner V' die Projektion der Insertion 1 (F) auf AB,
und R diejenige der Insertion & - @ (G), so ist nach dem zweiten im
vorigen Kapitel angegebenen Gesetze AR=[0L.p, und RV =ua.gq,
demnach: AV=L.p 4+ a-q.
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Dividirt man diese Gleichung durch den Ausdruck (7), und setzt
man das Verhiltniss : : welches die Grunddivergenz des gegebenen
Stellungsverhiltnisses bezeichnet, =g, so ist:

__;'Sp—l—su(
AT bp + aq

In diesem Ausdruck fiir die Divergenz des gegebenen Stellungs-
verhilltnisses lassen sich die Werthe fiir die Projectionen p und ¢
der Insertionsabstiinde 4 und 4 auf folgende Weise durch die praktisch
leichter messharen und auch in theoretischer Hinsicht vorzuziehenden
Werthe d, 0 und ¢ ersetzen.

Man projicive AC und BC auf einander, so ist CM, die Projection
von BC, durch die Gleichung bestimmt: CM = ad- cos ¢, mithin ist
AM = bd — ad cos ¢. Ebenso ist:

BN = ad — bd cos ¢.

Nun folet aus der Ahnlichkeit der betreffenden Dreiecke:

Al 3N
i; = :. ‘-,vj und (fﬁ — j; B’ daher:
=3 o I Lo T o o s
f"——j“),‘(“' — (6 COS ) U f"—;’lfﬁ”“” — bd cos ).

Setzt man diese Werthe von p und ¢ in (8) ein und entfernt AB,
SO dst:

B d (bd — ad cos ¢p) 4 e« 8 (ad — bed cos ¢)

bhed(bd— adcos )+ a-0d (@ —bdcosg) )

g

Wir wollen nunmehr die praktische Verwerthbarkeit dieser
Formel an den Tabellen erproben. welche S. ScnwexpeNer (Mechanische
Theorie der Blattstellungen, Leipzig I878. S. 16—22) auf andere
Weise berechnet hat.

Fiir die erste. dritte, flinfte und sechste dieser unten wieder-
gegebenen Tabellen ist der Offnungswinkel ¢ derjenigen von den je
drei correspondirenden  Contactlinien. welche die beiden niederen
Coordinationszahlen haben, gleich 120°; die Insertionsdistanzen d
und 6 sind, da alle Tabellen fiir kreisférmige Organe gelten, iiberall
cinander gleich. so dass der Ausdruck (g) iibergeht in:

B (b — acos ¢) + a« (@ — b cos h)

g (b — a cos )+ a(a— b cos ¢)

5 I :
[st ¢ = 120°. also cos p = — —, so wird:
0
B (20 + a) + « (2a + b)

T = 5(2b + a) + a (2a + b)
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Ist ¢ =90°, also cos ¢ =0, so ist:
_,G-h-hm-u
S iy b 4
Mittels der Formel (10) sind die erste, dritte, fiinfte und sechste,
mittels (11) die zweite und vierte Tabelle berechnet. Die gemeinen
Briiche geben die Divergenzen genau an.

Tabelle 1.

Divergenzen bei Kreuzung der Contactzeilen unter einem Winkel
von 120° (und 60°)!. Scuwespeser, a. a. 0. S. 16.

Contactlinien Divergenz

e . 1 z
Imf e {'lllld 20,1“] S — ISOL

b2

£, 2% (und. 37

| 14

o5 g (und Ve | ;g =428 6!
9%, ShT i(und 8°) | 37 — 1357 55/

- | 98 AR )

- T Jer er l 33 e o

52, 8= (und _13%) SE— 138° 8
S a3 (und 21%) %5? — o

3 | 6(-_-)7.4 a2/

er er er : : 7 5 e '
12050 21 (und 34”) i 13'{336__- 139° 36
er er e BT | I? J5 — =0 ¢ '
217, 34 (111][1 55 ) i 46&2__ 13‘#“ 28

Tabelle 2.

Divergenzen bei rechtwinkliger Kreuzung der Contactlinien
(a. a. O. S. 18).

Contactlinien | 1eru. 2¢r| 2er yu, ger €T Y1, ReF geF . 8er 8er u. 13T
- 2 0.5 o o Rill53 o e |34 S ) AL
Divergenzen |- — 144° 2 — 1282282 — 1237° 209/|2F = 137° 31’ = — 137° 30’ 39"
8 5 +4 13 3 34 37 39 89 37 3% g3 37 -39 39
| |
I Man erinnere sich, dass in (10) und (11) a = o0 und g =1 zu setzen ist, wenn

g — I 150
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Tabelle 3.

Divergenzen bei Kreuzung der Contactzeilen unter 120°
(a. a. 0. S. 19).

Reibhe 1, 4, 5, 9, 14; 23 ete.

Reihe 1.

85 4y 7 18 cte.

i

Contactlinien Divergenzen Contactlinien Divergenzen

~T

eT ~er er / = f-C ' er £r BT 3_ —_— 081
I A=) T 0b° 55 I ) 14 7728
) BT I.-r {,_,ﬂ:l 12_1 — I(’)QD I[.)r 41~r H1.'|.' {(:)l'r':l | L_I.Z_ — 790 40!
4 : 74 e 10

LT o BT {I Iv:'] ; IT iiah 8{\ 40! er C er [I PT] | 65 —_— =0 ony
- e o 00 AS T E AR ORe T e

-rr

T (T8T) |

—

2 e s o goe (27 | 151 .

I a2 145 937

Tabelle 4.

Divergenzen bei rechtwinkliger Kreuzung (a. a. O. S. 20 u. 21.)

Reihe 1, 3.4, 75 11
(‘ontactlinien gt R b " bl o 7t
- ] 1] : |H 2 7 i
Divergenzen 2 — 108 _:_ = 1002 ==99 . 4_"' = 00" 32
1D =5 ]3 110
Reihe 1. 4s 5. 9, 14..
(‘ontactlinien ar S A ol e SR 3 IR 14"
: y ; 0 o i 2 Ak Ho ,
])1\'1-!‘,‘_‘;1'|]?.E'|1 I-I-‘ =——] ?\4 = 4 / - 1. — }-H.- ['C;[j e Tg 0 .FI .,'.-.-. — 7?0 53
/ + - 277
: . ( Contactlinien el e 5%y (B
Reihe 1, 5, O .. ,i = 11
) Divergenzen = — 6g° 14' — =04°rct'
. 56 Lt 5 4755
: - ﬁ('OJItat'l'lillil'll il 0} O
Reihe 1, 6. 7. ! : E
/ < O 3 ) 13 L
Jl)u'vr;,.-;(*nzvtl — = 53° 23 o= — 55 3
37 . 5
: { Contactlinien ol s ner, (n - 1)
Reihe 1, n, n —|— Ivs n 21 _|_ 1

/ Divergenzen

SR T ER
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Tabelle 5.

Divergenzen bei Kreuzung unter 120° (a. a. O. S. 21).

Contactlinien | 2%, 5 (7%) | 5%, 7% (12%) |7, 12* (19™)| 12%, 19* (31°)

| [1 01 L DR _ 015 A

Divercenzen |—=— 152° 18'| === 150° 16 33 I T2 oAl == IR1° I
: 20 s 218 5 554 3 14606 :

Tabelle 6.

Divercenzen bei Kreuzung unter 120° (a. a. 0. S. 22)
= =

B i{'(mta{'t]ini('n g (10T I o R )
(o G R o ) 2 A2
Boiin, 1 07 e

| Divergenzen — 106° 2’

| 158 146
B . ( Contactlinien gor S o (i Ter) ST arT (19
eibe 2. & 10y 19.. 4 = =
¥ » | Divergenzen 11— 1q1945 “.‘ = 1229 22
( Divergenz 104 3145 =TS 32 32
A \ Contactlinien et S G ST oo (o) FT)
Reille 2 eront 13, 22 .. /4 S Qy
5 E 2 IVeToen7e 48 D A I — D agm!
| Divergenzen g 4 66— 199° 37
o 8 (‘ontactlinien A 9= (2 3F) (BTt e
gihe 4, O 035220 : 61 el 167
Divergenzen o BoSiaal ey ?iz 81° 4!
266 o 7 =
Reil S \ Contactlinien S ol G B2 anr e (oqts)
g ey T2 750291 3 18 : o :
? Divergenzen - } 145° 33 2L — 1489 g
455 1274

Schliesslich wollen wir noch die Divergenzen einiger Stellungs-
verhiiltnisse berechnen. bei denen die Insertionsabstinde ¢ und d auf
den Zeilen zweier correspondirender Systeme ungleich sind. Es sei
die Grosse des Offnungswinkels der ¢ und 6 Zeilen ¢ =0Q0° gesetzt,
wie sie (annihernd wenigstens) in der Natur besonders hiufig beob-
achtet wird.! Dann geht die Formel (g) iiber in:

2 gt

L) b« +aa
Lhd® 4 aad? 0°-

7 — —
A b*d® + a*o” L

fj_‘ T v _I_ ""2
(}.!

4| s » ] s I . [y .
Es mige ferner das Grossenverhiltniss von « und ¢ durech die
Gleichung bestimmt sein:

124 /a "
-;:]f . Dann wird:

0+ e
Bt i A

! Vergl. ScRWENDENER, a. &. 0. S. 40.
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Diesen Bedingungen entsprechen die Divergenzen der folgenden
Tabelle.

Wie aus derselben ersichtlich, bilden die Divergenzen unter
diesen Umstiinden die bekannten Scumeer’schen Reihen, und zwar
sind die Insertionen bei diesen Stellungsverhiltnissen so gruppirt. dass
die sich rechtwinklig kreuzenden Schrigzeilen den hochst moglichen
Ordnungen entsprechen. und die Orthostichen bereits augenfillig her-
vortreten miissen. falls hinliéinglich zahlreiche Insertionen vorhanden
sind. Wenn die Parastichen in diesen Fillen Contactlinien sind. so
konnen die Organe natiirlich keine kreisformige Querschnittsfliiche
haben. (Vergl. hieriitber den Abschnitt: Versehiebungen elliptischer
Organe. bei Scuwespeser. a. a. 0. S, 28 ff)

Tabelle 7.

y : e E o @
Divergenzen bei rechtwinkliger Kreuzung. wenn 3 :]/T ist.
_ . 2

Verhiltniss zwischen den

; ; Divergenzen
Insertionsdistanzen

Parastichen

: : 1 I
Ef-l ]1]](\ Iir llr/ — [
I 2
er 1 01'1' 1 I e = I
1Z und 2 . Bd 0.7071 E :
3 : 2 2
2" und 3” / ' _——0.8165
. 3 5
25 und 5"" , f/' - f— — 0.7746' g -
| o
=l o | 1/ -2 = o0.7906 5
: S : 8
8 und 12 / — 0.78 S
3 . 2 7945 21
| .
: . 1/ 1° ' I
ra=sund 21 3 = 0.7868 3
: 21 3
. /91 21
21 und 5_} . / = (}.?HL}U
34 g 55
J ] 7 | 1
L= and, . 2 / — = 0.5774
| 3 4

' Dies Verhiiltniss findet z. B. dfter bei den Carpiden von Magnolia Yulan statt
(vergl. die Fig. 53 auf Taf. X bei Scnwexpexer, daselbst die oberhalb 67 und 68

liegenden Carpiden).
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Verhiiltniss zwischen den

Parastichen | : . Divergenzen
Insertionsdistanzen

: o 2
2% und 4 lf.f 5 = 0.8660
z 4 7
- J’lr ﬁ
v / t—o 7559 =
T i I l
) rr -".I 7 _— L @ by 5
7% und 11 — = Y79y 8
7/ 11 8
er er / — {0 ko L7, -
117 nnd’ 1% / 18 =20 29
e X
18" und 29 / (_ = 0.7879 . f
2Q . 47
155 iy - 2 | ]/ : 2] I
( / =05 ' -
4 5
£ | - “ul ] 2
4" und 5" ]/ —— = 0:0044 3
. 3/ </
ESund © g 3 / > = 0.745: :
5 G| | 9 7454 4

3. Entwickelung der Divergenz in einen Kettenbruch.

Die Ausdriicke (8) und (g) lassen sich nach einem Satze aus der
Kettenbruchtheorie in einen Kettenbruch verwandeln, der aus zwei

-~

Theilen besteht. Der erste Theil hat den Endwerth und den vor-

h
T s a ) B - L8 nl w .
letzten Niiherungswerth —  Der Werth des zweiten Theils ist
: a

q 8 (a0 — bd cos ¢)

— TESP. ————————

P L d (b — ad cos ¢)

. . - - i - 1—
Giebt nimlich die Entwickelung von - einen Kettenbruch
_ -

von der Form (13), so dass der vorletzte Niherungswerth

) R

~

L - = | - -'O " >
desselben ist, so muss die Entwickelung von einen Ketten-

b

bruch von der Form (14) ergeben, dessen vorletzter Nihe-

4 - . r " "
rungswerth — ist, und welcher dieselbe Zahl von Partial-
a
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briichen wie (13) hat, aber die Partialquotienten in um-
gekehrter Reihenfolge enthiilt:
a _I .
DA
n, 1
n,

8 .
e o O 5) (a: )
.-'3 I e = = ,-‘3 (."

) (14)

n,
Dies lisst sich folgendermaassen beweisen.'
Man bezeichne die Niherungswerthe des Kettenbruchs (13). vom

L SO A e e A - -
letzten beginnend, mit —, =, 5, 5> 7> W s. . Die Beziehung
: h ,-‘3 p! ,\3” ,.'3'”

a T : S
zwischen 7 und - wird bekanntlich durch folgende Gleichung aus-
J 2

. M
gedriickt: box — ao =+ 1.

~

: : 3 s e : . o JOk S
Dieselbe Gleichung gilt fiir die beiden Briiche — und 7 die daher
= a )

Yy

r ‘IO . e
successive Niherungswerthe des Kettenbruchs —- sein miissen.

b
Nun ist:
] (o
= 2 o 1
i) — Ny = 2+ J‘S', alsop — = - — e — —— (I 3')
b N 0+ o <
N - —%
Ferner ist:
[ "GF 6' I i ]
;'5 =M, "* ,G' -+ ,-'3", also — = — e — I S [13 )
2 Ry R+ R o'
n.ﬁ—l == ol
Ebenso ist:
n n
2 ‘.-';ln 51 I i
,8':'??‘._.\*,:3”+.bm, a]."\'O o= J'ﬁ _-1”=_ ~ e ..{13 :'
2 .l';-}' ]],i_’_n L .':J” _1_ G ] Ioru
s
rHjll

I Val. hieriiber M. C. pE CaxporLg, a.a. O. S. 6g.



Kereer: Lisung einiger phyllotaktischen Probleme. 469

Fihrt man mit der Entwicklung in dieser Weise fort und sub-
stituirt sodann jede folgende Gleichung in der friheren, also (13")

o)

- den Kettenbrueh (14).
}

in (13"), diese in (13’), so erhilt man fir

Der Ausdruck (8) ergiebt demnach, wenn das Verhiltniss der
Coordinationszahlen ¢« und 6 den Totalwerth eines Kettenbruchs von:
der Form (13) bezeichnet, folgende Kettenbruchform:

I
o =
J Hi + I 4

(e

Der die Divergenz eines Stellungsverhiiltnisses dar-
stellende Kettenbruech lisst sich daher aus zwei Theilen
zusammensetzen. Der erste Theil endet mit zwei Niherungs-
werthen, deren Nenner gleich den Coordinationszahlen «
und b zweier in dem Stellungsverhiltniss auftretender
gegenliufiger Parastichensysteme sind. Der Werth des
zweiten Theils wird dureh das Verhiltniss der Horizontal-
projectionen der Insertionsdistanzen auf der 6 und a™ Zeile
bestimmpt.

’ ' . o
Der Werth der Divergenz ist daher, wenn = den vor-

€
% a . ] :
letzten Niherungswerth von / bezeichnet, zwischen zwei
)
m
Grenzen und 7 eingeschlossen, deren Werthe von der
a J :

Grosse jener Horizontalprojectionen und also auch von der
Griosse der Insertionsabstiinde und des Offnungswinkels der
Parastichen géinzlich unabhiingig sind.

Dieses Gesetz werde durch ein Beispiel erliutert.

Es sei ein Stellungsverhiltniss gegeben, in welchem sich 5 und
0" Zeilen kreuzen (Fig. 1). Man entwickle D in einen Kettenbruch
- {}

’ y I
und bestimme den vorletzten Partialwerth desselben (—)
2
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SR

¢ I+i_+T" ( )( )

R

Die Divergenz des Stellungsverhiiltnisses lht- daher zwischen den
: I B .
Grenzen und — eingeschlossen und wird durch den Kettenbruch
g :

bezeichnet;

p

Das zwischen den Horizontalprojectionen ¢ und p bestehende

Verhiiltniss kann jeden beliebigen positiven Werth annehmen, ohne
dass die Divergenz die angegebenen Grenzen iiberschreitet.

4. Die combinationsfiihigen Parastichensysteme eines
gegebenen Stellungsverhiltnisses.

Aus dem zuletzt entwickelten Satz lisst sich das allgemeine Gesetz
ableiten fiir die Correlation zwischen den Ordnungszahlen simmtlicher
combinationsfihiger Zeilensysteme eines bestimmten gegebenen Stellungs-
verhiiltnisses.

Bekanntlich lassen sich die Insertionen eines gegebenen regel-
miissigen Stellungsverhiiltnisses nach allen Richtungen durch Systeme
paralleler und fiquidistanter Linien verbinden: nicht alle aber lassen
sich paarweise so combiniren. dass alle Durchsehnittspunkte zu-
gleich Insertionspunkte sind. Verbindet man z. B. die beiden
Insertionen 0 und 11 in Fig. 3 durch eine Linie, so giebt es 11 damit
parallele und fquidistante secundiire Spiralen, welche alle in Fig. 3
gegebenen Insertionen mit einander verbinden. Ebenso gehen die
5“' Zeilen durch alle Insertionen. Trotzdem lassen sich die 5% und

" Zeilen nicht in der angegebenen Weise combiniren: denn wiP
l“{}l(‘ll eine Anzahl {iiberzihliger Durchschnittspunkte A, B, C' u. s.w.'

Das am Schluss des vorigen Capitels entwickelte Gesetz 'Lllt nun

aber nur fiir combinationsfiihige Zeilensysteme, d. h. fiir solche

' Wie sich an jeder Fignr leicht demonstriven lisst, kimnen solche Paare von
Parastichensystemen, welche iiberziihlige Durchschnittspunkte ergeben wiirden, weder
als Contactlinien- noch als die augenfiilligsten Parastichensysteme iiber-
haupt figariren.  Man kann dies an einem einzigen Parallelogramm, z. B. [1.3.||.S
II'HIILE. ':;I. davthuan.
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Paare von Parastichensystemen, deren séimmtliche Durchsehnitts-
punkte als Insertionen numerirt sind.

Um daher diesem Gesetze gemiiss die Ordnungszahlen séimmt-
licher moglicher combinationsfiihiger Zeilensysteme aus dem Ausdruck
fir die Divergenz des gegebenen Stellungsverhiltnisses abzuleiten,
entwickle man diese Divergenz ¢ in einen Kettenbruch:

I
7, -+ 1
_-352 -—I— I-

1., ~+-_

g:

Hl;;._l-_l Ir)
Mgy 1
]
= .(!j-‘l'
n;

Die durch jenes Gesetz geforderte Zerlegung dieses Kettenbruchs
in zwei Theile werde nun bei dem £"* Partialquotienten () vor-
genommen. Dies kann so geschehen, dass entweder die simmtlichen
Einheiten dieses Partialquotienten zum ersten Theil gestellt werden
oder nur ein Theil derselben.

Im ersten Falle seien die beiden letzten Niherungswerthe des
ersten Theils z- und 7 Dann sind es die ¢ und 0 Zeilen, deren
Ordnungszahlen den Nennern zweier successiver Niiherungswerthe gleich
sind. Daher sind die ¢* und b Zeilen combinationsfihig.

Im anderen Falle stelle man von den in #n, befindlichen Einheiten
nach einander eine, zwei, 3.... (% — I) zZum ersten Theil des Ketten-
bruchs und berechne die letzten Niherungswerthe dieses Theils,
Sie seien:

M
o 5, . . :
— und ——, wenn der letzte Partialquotient 1 ist;
a b, :
=
o o, . R,
— und —, wenn er 2 ist, u.s. f. bis:
a b,
."\.-
ol HQMA,—I] .
— und . wenn er (n,— 1) ist.
o f'):ud. =]

Dann sind es die Zeilen nach ¢ und &,; @ und b,; ¢ und b,;
..... a und bp, —y., deren Orvdnungszahlen die vorgeschriebene Bedin-
cung erfiillen. Daher sind auch diese Zeilenpaare combinationsfihig.

Was von dem Partialquotienten n, gilt, lisst sich ebenso fiir
jeden andern des gegebenen Kettenbruchs darvthun,  Daher wird die
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Correlation zwischen den Ordnungszahlen der combinationsfihigen
Zeilensysteme durch folgendes Gesetz ausgedriickt:

Die Nenner je zweier successiver Niherungswerthe des
die Divergenz eines gegebenen Stellungsverhiltnisses dar-
stellenden Kettenbruchs bezeichnen die Ordnungszahlen je
zweier combinationsfihiger Zeilensysteme dieses Stellungs-
verhiltnisses. Ausserdem lisst sich jedes Parastichensystem,
dessen Coordinationszahl gleich einem solehen Nenner ist.
mit so vielen intermedifiren Zeilensystemen combiniren, als
die Einheiten betragen. um welche der folgende Partial-
quotient grosser ist als 1.

Ein Beispiel wird das Gesagte vollig klar stellen.

In Fig. 5 ist ein Stellungsverhiltniss abgebildet, dessen Divergenz
49’] < : 4?. {otte 1e ..-l <

etrigt.,  Stellt man als Kettenbruch dar:
215 215 5+ 1

S+ 1
2+

I
52
so sind die successiven Niherungswerthe:

TARGES T S a1

5iL 87 et

Um die Coordinationszahlen der simmtlichen Zeilensysteme  zu

bestimmen, welche sich mit den 5 Zeilen combiniren lassen, setze
man den zweiten Partialquotienten des Kettenbruchs successive gleich
1, 2, 3 ... 7. 8 und berechne die betreffenden Niherungswerthe:
I i 4Parasy o s il S G SRS
6 b aaTE e Bt it it (N
Dann bezeichnen die Nenner 6. 11. 16. 21, 26, 31 und 36 die
Coordinationszahlen der sieben intermedifiren Systeme, welche sich
mit den 5 Zeilen combiniren lassen. und der letzte Nenner 41 die
Ordnungszahl des betreffenden Normalsystems. Die Figur zeigt, dass

L8 3 |

iiberziihlige Durchschnittspunkte sich bei diesen Combinationen nicht
ergeben.

Ist das gegebene Stellungsverhiiltniss ein solches. dass die simmt-
lichen successiven Partialquotienten des die Divergenz bezeichnenden
Kettenbruchs vom zweiten ab gleich 1 sind. so werden die Coordi-
nationszahlen siimmtlicher moglicher combinationsfiihiger Zeilensysteme
des gegebenen  Stellungsverliiltnisses durch die bekannten Reihen
bezeichnet:

i L o S
(e B W B KO T :
I, 4, /5, 9, 14, 23, 37 Ji v MRS,



Kereer: Losung einiger phyllotaktischer Probleme. 473

Von diesen Zahlen koénnen daher nur immer je zwei successive
in Combination treten.

Zum Schlusse sei noch auf folgende Consequenz dieser Darstel-
lungsweise hingewiesen.

Bekanntlich muss der erste Partialquotient jedes Kettenbruchs,
welcher die nach dem kurzen Wege gemessene Divergenz eines Stellungs-
verhiiltnisses bezeichnet, grisser als 1 sein. Ist nun n dieser erste
Partialquotient, so lisst sich, wie schon erwilnt, der gegebene Ketten-
bruch am Anfang schreiben: 1

0+ 1

(915 =3
n-+ u. s. w.
: ; g 0 : I
Dann ist der zweite Niherungswerth = und der dritte —. Dem-
n

gemiiss bezeichnen die Nenner 1 und #» ein normales Combinations-
verhiiltniss. Setzt man statt n aber successive die Partialquotienten
AT S (n—1), so ergeben sich (n— 1) intermediire Systeme,
welche mit der Einerzeile combinirt werden kénnen.

So lassen sich in Fig. 5 die vier intermedifiren Zeilen: die Einer-
zeile des langen Wegs, die Zweier-, Dreier- und Viererzeilen mit der
Einerzeile des kurzen Wegs combiniren, und erst die Fiinferzeilen
ergeben mit der Einerzeile (des kurzen Wegs) die normale Combination.
und 1,
sowie I und 2° Zeilen in dieser Weise. Von diesen Combinationen
hat die der 1 und 1% Zeile offenbar nur theoretische Bedeutung,
withrend alle iibrigen bei entsprechender Entfernung der Insertionen
augenfiillic hervortreten konnen.

Die Stellungsverhiiltnisse der ersten Scuimrer’schen Reihe
sind daher die einzigen, bei denen intermediiire Zeilen iiber-
haupt nicht auftreten kénnen.

Im Fall, wo n=2, (Fig. 3) combiniren sich natiirlich nur 1

Ausgegeben am 4. Mai.

Berlin, gedruckt in der Reichsdruckerei.
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