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Die  Lösung  einiger  phyllotaktischen  Probleme

mittels  einer  diophantischen  Gleichung.

Von  Edbiund  Kerbek.

(Vorgelegt  von  Hrn.  Schwendener  am  13.  April  [s.  oben  S.  393].)

Hierzu  Taf.  VIII.

Vorbemerkung  von  S.  Schwendener.

In  meiner  Darstellung  der  Verschiebungen,  welche  die  seitliehen  Organe
durch  den  gegenseitigen  Druck  erfahren  (Mechanische  Theorie  der  Blatt-
stellungen,  S.  12),  liabe  ich  den  Versuch  gemacht,  die  Mechanik  dieser  Ver-
schiebungen  zu  begründen  luid  die  Grösse  der  Divergenzänderungen  für  eine
Reihe  einfacherer  Fälle  durch  genaue  Berechnung  der  vorkommenden  Maxima
und  Minima,  sowie  gewisser  mittlerer  Werthe,  zu  bestimmen.  Die  Methode,
die  i(di  hierbei  anwandte,  war  eine  rein  geometrische;  sie  bot  allei'dings  den
Vortheil  ,  dass  sie  von  der  übliidien  Coustruction  spiraliger  Stellungen  ausging
und  nur  ganz  elementare  mathematische  Kenntnisse  voraussetzte,  war  aber
insofern  unbequem,  als  jedes  einzelne  Stellungsverhältniss  besonders  construirt
und  berechnet  werden  musst«.  Einige  Verallgemeinerungen,  die  ich  seitdem
durchgeführt  habe,  sind  nicht  veröffentlicht.

Die  nachstehende  Mittheilung  des  Hrn.  Kkrbkr  bildet  nun  gerade  mit
Rücksicht  auf  solche  Bere(dinungeu  ,  die  auf  diesem  Gebiete  nicht  zu  umgehen
sind,  eine  erwünschte  Ergänzung  meiner  Darlegungen.  Dieselbe  enthält
nändich  eine  allgemeine  Formel,  in  welche  man  bloss  die  für  einen  concreten
Fall  gegebenen  Werthe  einzusetzen  hat,  um  die  gewünschte  Divergenz  zu
erhalten.  Nach  dieser  Formel  hat  der  Verfasser  die  in  meiner  Theorie  der
Blattstellungen  veröffentlichten  Tabellen  nachgerechnet,  und  ich  bemerke
ausdrücklich,  dass  seine  Ziffern  auch  in  den  wenigen  Fällen,  wo  sie  von  den
meinigen  etwas  abweichen,  richtig  sind.  —  Bezüglich  der  weiteren  phyllo-
taktischen  Fragen,  auf  welche  die  Mittheilung  noch  eingeht,  verweise  ich
auf  den  mm  folseiulen  Text  derselben.

Denkt  man  sich  eine  Anzahl  von  Insertionen  auf  einer  cylindri-
•sclien  Oberfläche  nach  allen  Richtungen  .symmetrisch  vertheilt,  so  lässt
sich  aus  der  Gruppirun.g  <Iei'  Insertionen,  welche  avif  zwei  einzebien
covrespontliremlen  Schrägzeilen  zur  Erscheinung  gelangt,  trigonome-
trisch  die  Divergenz  des  Stellungsverhältnisses  berechnen.  Zu  diesem
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Beliufe  mü.ssen  mdes.s  zuvor  einige  mit  der  Numeriruiig  der  Insertionen
zusanunenliängende  Fragen  erledigt  werden.

I.  Numerirungsprincipien.

Es  sei  in  Fig.  i  ein  spiraliges  Stellungsverhältniss  dargestellt,  in
welchem  sich  zwei  Zeilensysteme,  deren  Coordinationszahlen  die  rela-
tiven  Prhnzahlen  a  und  h  seien,  unter  einem  Winkel  (p  kreuzen.  Die
Insertion  o  ist  durch  die  Punkte  A  und  B  bezeichnet.  Ist  a  ^b,  und

steigen  die  a"'  Zeilen  von  links  nacli  reclits  aufwärts,  so  giebt  es  also
in  dieser  Richtmig  weniger  Zeilen  als  in  der  entgegengesetzten,  in
welcher  die  b"  Zeilen  sich  erlieljen.  Steigt  man  in  den  beiden  diu'cli
die  Insertion  o  gehenden  Zeilen  aufwärts  Ins  zum  ersten  gemeinsamen
Kreuzungsjiunkte  C,  so  muss  in  demselben  diejenige  Insertion  liegen,
welche  bei  einer  fortlaufenden  Numerirung  der  auf  der  Grundspirale
auf  einander  folgenden  Insertionen  die  Nmnmer  a  •  b  erhält.  '  Im  Punkte
F  liege  die  Lisertion  i  .  Die  beiden  Paare  gegenläufiger  Pai-astichen,
Avelche  dm-cli  die  Insertionen  o  und  i  gehen,  schneiden  sich  oberhalb
zum  ersten  Mal  in  G  und  H.  Es  sei  x  die  Zahl  der  Schritte,  die
man  beim  Aufsteigen  von  A  bis  G  zu  machen  hat,  y  die  Schrittzahl
zwischen  F  und  G,  ^  die  entsprechende  zwischen  B  und  H,  und  vj
diejenige  zwischen  F  und  H:  so  werden  die  Nunmiern  der  in  den
Punkten  G  und  i?  gelegenen  Insertionen  durch  die  Crleichungen  liestimint:

X  •  (1^1/  •  b  -\-  1  (  I  )
^.  b  =  Yi'a  +  i  (2)

Die  Wurzeln  dieser  Gleichungen  werden  nach  der  Theorie  der
diophantischen  Gleichungen  anf  folgende  Weise  l)estinimt:

Man  verwandle  den  Bruch  -r-  in  einen  Kettenlu'uch  luid  bestimme
/>

den  vorletzten  Näherungswertli  7,-.'"
P

'  Stellt  das  gegebene  Stellungsverhältniss  gedrehte  ^-blättrige  Wirtel  dnr.  ent-
halten  also  die  Coordinationszahlen  a  und  b  den  grössten  gemeinsamen  Facior  ij.  so
giebt  es  bekanntlich  ij  solche  Längssegniente  der  Cylinderfläche  ,  in  deren  jeder  ein
und  dasselbe  .s])iralige  Stellungsverhältniss  besteht.  Die  für  diese  spiraligen  Anord-

a  />
nungen  geltenden  Ordinuiiiszalilen  der  Pai-astichen  sind  —  und  —  :  der  I'iuikt  C  crliält

q  q
denniacli  die  Nummer  —  •  —  (in  Fig.  2  z.  B  —  •  --  =  6  1.  Setzt  nuui  —  ^  o'  imd

q  q  \  '  ■^  ^  '  q
h
-■=.li'.  so  gelten  in  Jedem  Läng.ssegmente  die  nämlichen  tJeselze  liii-  a'  und  //.  wie

bei  cinei'  einf'aclieii  sjiiraligen  Anordnung  für  a  niiil  A.  bedürfen  also  ki'iner  beson-
dei'Cn Uiitersiieliung.
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Die  säinintliclicii  lurmiiclien  ganzzahligen  Wevtlic  luv  die  \'Mrial)lcii
in  (i)  und  (2)  werden  dann  durch  folgende  (rleicliuug-en  l)estininit:

.(■  =  +  ,'3  +  h  '  ///

y  =  Z^l  ci  ~\-  (1  •  III
^  =  +  Ci  -{-(!•  III
y\  =  +  l6  +  1)  '  III.

In  diesen  vier  Uleichungen  kann  in  jeden  beliebigen  ganzzaliligen
Wertli  annehmen,  uiad  es  ist  vor  a,  und  /3  das  obere  oder  initere

Vorzeichen  zu  setzen,  je  nachdem  —  -  einen  paarigen  oder  unpaarigen

Näherimgswerth  bezeichnet.

Aus  den  sämmtlichen  möglichen  Wurzehverthen  dieser  Ader
Gleichiuigen  hat  man  nun  die  kleinstmöglichen  (positiven)  auszuwählen.
Setzt  man  daher  in  jenen  Gleichungen  je  nach  Bedürfniss  m  =  o
oder  :=  I  ,  so  nehmen  sie  folgende  Gestalt  an  :

.(■  =:  /)  —  /B  oder  :=  /3  (3)
1/  =  (I  —  a  oder  =  a  (4)
^  =  et  oder  :^  ff  —  a.  (^)
■/}  ^  ,8  oder  :=  b  —  /3  (6)

In  diesen  Gleichungen  ist  der  erste  oder  zweite  Werth  zu  wählen,

i'e  nachdem  —  einen  paarigen  oder  unpaarigen  Nähenmt'swerth  be-

zeichnet.

Aus  diesen  Werthen  für  die  Schrittzahlen  in  den  ff*''  und  fi"'  Zeilen

wollen  wii'  nun,  lun  Zweideutigkeiten  auszuscliliessen.  diejenigen  aus-
wählen,  welche  der  Grmiddivei'genz  (O.  l)  des  kurzei?  Weges  ent-
sprechen.  Zu  diesem  Zweck  müssen  wir  bestiunnen.  m  welchem
Falle  die  Grundspirale  im  Sinne  der  ff'',  und  in  welchem  Falle  im
Sinne  der  b"  Zeilen  vei'läuft.  ^

Bezeiclmen  J  und  A'  (Fig.  i  )  die  Durchschnittspunkte  der  durch
die  Insertion  i  gehendeii  Parastichen  mit  der  Horizontalen  AB,  so

so scUreinen:

Der  ei'ste  P;irti;tl\ver(li  dieses  Kettenliniclis  isl  —  =r  co  .

Ä.o  4-  I  I  ^,  .  ,1
ilcr  /weite  -:=().  der  dritte  r  ^  -^.  Dann  ist  a^O.  i:  ^  I  .  niid  -j-  stets1  /,  .  I  -)_  O  />  1)
ein  iinpii.-iriüer  Niilieniiiüswertii.

'  \',i;l.  M.  C.  i>i-:  ('ANniii.i.K.  Ciinsiileiviticins  siir  l'rtiiilc  ile  l,-i  |iliyHiitnxie.  Gem'-vi'.
r.ale.  Lynii  1S81.  ]..  70.
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jnuss  die  Divergenz  des  kurzen  Wegs  auf  der  Gruudspirale  l)ezeichuot
werden  durch  die  Linie  AF,  talls  K  näher  an  A  als  an  B  liegt,
und  diu'ch  die  Linie  BF,  falls  J  näher  an  B  als  an  A  liegt.  Je

nachdem  also  ---  oder  -t^<;-  ist,  verläuft  die  Grundsnirale  gleich-
AB  AB  2  i  ^

sinnig  mit  den  a"'  oder  b"  Zeilen.  Nun  folgt  aus  der  Ähnlichkeit

der  betreffenden  Dreiecke  unter  Berücksichtigmig  von  (3)  und  (5)  :

AK_AG_x^_^_)  h  °  ""^

AB^  AC~  b-d~  b~  ]  ß
'1)

BJ_BH_^'S  _  ^  _
jB'~BC~'a^~^

^  \  oder

Hierin  bezeichnen  ü  mid  h  die  Insertionsabstände  AD  und  BE

auf  den  r/"'  und  ?/''  Zeilen,  vmd  es  sind  die  oljeren  oder  unteren

Werthe  zu  setzen,  je  nachdem  —  ~  einen  paarigen  oder  unpaarigen

Näherungswerth  darstellt.  Bezeichnet  man  mit  n  den  letzten  Partial-

nuotienten  des  Kettenbruchs  -7-  und  mit  -yr-  den  drittletzten  Nähe-
b  jo'

rungswerth,  so  ist:
fi  :=.  na.  -\-  OL'  und  h  =  )i[o  +  ß'.

-,  Ol.  I
Da  n  >■  I  sein  nuiss  .  so  ist  <t>  iol,  und  i'>  >•  1\o,  also  —  ■<  —

a  1

und  ebenso  —  -<:  —  .
b  2

Demnach  lässt  sicli  folgender  Satz  aufstellen:  Die  Grunds})irale

verläuft  im  Sinne  der  n"  oder  //''  Zeilen,  je  nachdem  ^-
b

einen  unpaarigen  oder  paarigen  Nälierungswcrth  bezeichnet.
Im  ersten  Falle  dienen  also  die  zweiten  Werthe  von  .c  und  y  in

den  Gleichungen  (3)  und  (4),  im  letzteren  die  ersten  von  ^  und  vj  in
(5)  und  (6)  zur  Berechnung  der  Nummer  derjenigen  Insertion  (H  oder  H),
über  welche  der  kürzere  T^eg  (ülu't.  um  in  zwei  gegenläufigen  Zeilen

von  der  Insertion  o  nach  i  zu  gelangen.
Dies  Ergebniss  l'ülirt  zu  der  allgemeinen  Regel:
Bezeichnet  11  die  kleinere  und  b  die  grössere  C'oordina-

tionszalil  der  Sclirägzeilen  eines  spiraligen  Stellungsver-
liältnisses,  so  betragen  die  Scli  rit  tza  li  len  in  denjenigen
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Parasticlien.  auf  welchen  der  kürzere  Weg  führt,  um  in
zwei  correspondirendeu  Zeilen  von  der  Insertion  o  nach  i
zu  gelangen,  so  viel  für  die  n"'  Zeile,  als  der  Nenner,  und
so  viel  für  die  b"'  Zeile,  als  der  Zähler  des  vorletzten

N.äherungswerths  von  —  -  angieht.  gleichviel  oh  die  Grund-
/)

Spirale  im  Sinne  der  ß*"^  oder  b"'  Zeilen  verläuft.

Die  beiden  möglichen  Fälle  sind  in  den  Figuren  i  und  3  ver-
anschauliclit.  In  Fig.  I  kreuzen  sich  5"'  und  g"  Zeilen.  Die  Grund-
spirale  verläuft  also  gleichsinnig  mit  den  r/"  Zeilen.  Der  vorletzte

c  I
Näherungswerth  von  -^  ist  —  .  Die  .Schrittzahl  in  der  n"  Zeile  beträgt

daher  2.  in  der  b"  Zeile  i,  um  auf  dem  küi-zeren  Wege  AGF  von
O  nach  I  zu  gelangen.  In  Fig.  3  kreuzen  sich  5"  und  8'^''  Zeilen,
so  dass  die  Grmidspirale  in  der  Richtung  der  h"^  Zeilen  verläuft.

c  2
Der  vorletzte  Näherungswerth  von  -^-  ist  —  .  Die  correspondirendeu

Schrittzahlen  betragen  daher  3  in  der  n",  2  ni  der  /'/'Zeile,  um  auf
dem  kürzeren  Wege  O-S-  iG-  l  l  -(S'  i  von  o  nach  i  zu  gelangen.

2.  Trigonometrische  Berechnung  der  Grunddivergenz.

Wir  sind  hiermit  in  den  Besitz  sämmtlicher  Daten  gelangt,  um
die  Divergenz  eines  Stellungsverhältnisses  aus  den  Ordnungszahlen  a
und  b,  den  Insertionsabständen  d  imd  ^  und  dem  (ifthvmgswinkel  </>

zweier  correspondh-ender  Parasticlien  abzuleiten.

In  Fig.  4  ist  dieselbe  Gruppirung  der  Insertionen  auf  den  beiden
correspondirendeu  Zeilen  AC  und  BC  luid  die  gleiche  Lage  der  In-
sertion  I  (F)  miter  Beibehaltung  aller  Bezeiclmmigen  dargestellt,  wie
in  Fig.  I  .  Projicirt  man  nun  die  sämmtlichen  in  diesen  beiden  Zeilen
gelegenen  Insertionen  (D_,  G  Cj  Hj,  .  .  .  E)  auf  die  Horizontale  AB^
und  bezeichnet  L  die  Projektion  des  Punktes  (7,  so  wii'd  AL  durch
die  Projektionen  der  b  auf  AC  gelegenen  Insertionen  hi  b  gleiche
Theile  p  =  AP  =  PR  =  RS  =  ST=  TU  u.  s.  f  getheilt.  imd  BL  durch
die  Projektionen  der  a  auf  BC  liegenden  Insertionen  in  n  gleiclie  Theile
q:=BQ  u.  s.  f.  Es  ist  demnach  die  Horizontale:

AB  =  b-p  +  a-q  (7)

Bezeichnet  ferner  V  die  Projektion  der  Lisertion  i  (F)  auf  AB,
mid  B  diejenige  der  Insertion  x  •  a  (G)^  so  ist  nach  dem  zweiten  im
vorigen  Kapitel  angegebenen  Gesetze  AR=-to-2)j  und  RY  :=  a  •  qj,
demnach  :  A  T'=  ,0  •  p  -\-  tx.  •  q.
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Dividirt  man  dirsc  (ilcicliuiift'  durcli  den  An.sdriick  (7),  und  .setzt

man  das  Verhältniss  ,  ,.  wekdics  die  (irunddivcro-cnz  des  oos-clxMien
Aß.

StoUunii-svcrliältnisses  liczciclmet,  =i/,  so  ist:

ßp  -t-  aq
,  -  ,  (8)

hp  +  aq

In  diesem  Ausdruck  für  die  Divergenz  des  gegebenen  Stellungs-
verliältnisses  lassen  sich  die  Wertlie  für  die  Projectionen  p  und  q
der  Insertionsabstände  tl  und  S  auf  folgende  Weise  durcli  die  praktisch
leichter  inessharen  und  auch  in  theoretischer  Hinsicht  vorzuziehenden

Werthe  il,  ^  und  </>  ersetzen.

Man  projicire  ilC  und  7iC'  auf  einander,  so  ist  CM,  die  Projection
von  BC,  durch  die  Gleichung  bestimmt:  €31  ^  a^  •  cos  (p  ,  mithin  ist
AM=  hrJ  —  (1^  cos  cp.  Ebenso  ist:

BN  ^  n8  —  h(I  cos  (/).

Nun  folgt  aus  der  Ähnlichkeit  der  betreft'endeu  Dreiecke:

p  AM  <i  BN  ^  ^
d  AB  6  AB

p  =  -  •  (brJ  —  n6  cos  (/>)  und  y  ^  --  (n6  —  Itd  cos  (p).

Setzt  man  diese  Werthe  von  p  und  7  in  (8)  ein  und  entfernt  AB,

.so  ist:
ß  •  d  {bd  —  a^  cos  (p)  -{-  a.  •  ^  [a^  —  hd  cos  </>)  '

/>  .  d  [hd  —  a^  cos  ip)  -\-  ci'  ^  {a^  —  bd  cos  f)

Wir  ^vollen  uunnielu-  die  praktische  Verwerthbarkeit  dieser
Formel  an  den  Tabellen  erproben,  welche  S.  Scuiwendener  (Mechanische
Theorie  der  Blattstellungen,  Leipzig  1878.  S.  16  —  22)  auf  andere
Weise  berechnet  hat.

Für  die  erste,  dritte,  fünfte  und  sechste  dieser  unten  wieder-

gegel)enen  Tabellen  ist  der  (  )lllnungswinkel  cp  derjenigen  von  den  je
drei  eorrespondirendeu  C'ontactlinien,  welche  die  beiden  niederen
Coordination.szahlen  lialien,  gleich  120*^';  die  Insertionsdistanzen  d
und  S  sind,  da  alle  Tabellen  für  kreisförmige  Organe  gelten,  überall

einander  glei(di.  so  dass  der  Ausdruck  (g)  übergeht  in:

/3  (b  —  a  cos  </))  -{-  X  {a  —  b  cos  cp)

b  (b  —  a  cos  (p)  -i-  a  {a  —  b  cos  <p)  '

I  ■  T
ist  (/)  =  120-.  also  cos  (/)  :=  ,  so  wu'd:

_  ß  {2b  +  a)  -h  Ol,  (2a  -+-  b)
'■'  ~  b  (2b  +  a)-h  a  (2a  +  b)
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Ist  c^:=go°,  also  cos(/)  =  0,  so  ist:
ß  'h  -\-  OL'  a

9- ,,^  ,  (II)h-  +  a

Mittels  der  Formel  (lO)  sind  die  erste,  dritte,  fiinfte  und  sechste,
mittels  (ll)  die  zweite  und  vierte  Tabelle  berechnet.  Die  gemeinen
Brüche  geben  die  Divergenzen  genau  an.

Tabelle  i.

Divergenzen  bei  Kreuzung  der  Contactzeilen  unter  einem  Winkel
von  I20°  (und  6o°)'.  Schwendener  ,  a.  a.  0.  S.  i6.

Tabelle  2.

Divergenzen  bei  rechtwinkliger  Kreuzung  der  Contactlinien
(a.  a.  0.  S.  18).

Contactlinien

Divergenzen

n. 3>- 3"  u.  3'=''  3'^"'  u.  8"= '&" \i. 1 3<^

i'  -^  =  13-^  3q'7^^^  137°  31  —-  =  137^  30'  39"

'  Man  erinnere  sich,  das.s  in  (10)  und  (i  i)  a  ^o  und  ß=  i  zu  .setzen  ist.  wenn
a  =  I  ist.
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Tabelle  3.

Diverj^-enzen  l)ei  Kveuzvuig'  der  Coiitaetzeilen  unter  I20°

(a.  a.  ().  S.  19).

Tabelle  4.

Diver^-enzen  T)ei  rechtwinkliger  Kreuzung  (a.  a.  0.  S.  20  u.  21.)

Reilie  i  .  ■^.  4,  7,  11

Coutactliaien  '  i".  3"  j  3"'.  4"'

Divergenzen  --  =  1  08°  :  —  =  1  00°  48'
10  25

4"-.  7"  t  7",  II"-
18  I  47
^  =  99°  42'  1  -^  =  99°  32
^^5  j  I/O

Reihe  I.  4,  5.  9.  14  .

Coutactliaien I"-.  4"
4Divergenzen  ]  —  =  84°  42'

4''- S'"'

41
79° 1'

5",  9"-  I  9",  14'"-

—  ■?.  =  78°7'  —  =  77°
106  '  '  277  '  '

Reihe  i  ,  5  ,  6  .  .
Contactiinien

'  Divergenzen ;^=  =  (59°  '4' ^  =  64055'

Reihe  i.  li.  7
Contactiinien

Di^'e^genzen

1"', b"

-  =  58°  23'
37 85  ^^  ^

Rcilic  I  .  /'  .  "  +  i
Contactiinien

Divergenzen

r'"'. /('■'■

n-  4-  I

j/",  (»4-  1)"
271 4- I

2M  («  4-  i)  +  1



Kf.rbp'.r:  Lüsiiiin'  ciiiigiT  |ilivll(if;iklisclien  Prcibleine.

Tahelle  5.

Diverfi-eiizen  bei  Kreuzung-  miter  120*^  (a.  a.  0.  S.  21).

460

Coiitactlinien  1  2''\  ^"  {"/"')

Dnernenzen  i^=  i::,2^  \b
2()

5".  7"-  (12")  J7",  12"-  (19-)

--—  =  I  i,o°  16'  1  -^^  =  I  ü,i  °  24'
218  -  554

12".  IQ"'  (•^i")

14GG
^=  i:,r'  r

Tabelle  6.

Diverg-enzen  bei  Kveuzun.g'  unter  120*^  (a.  a.  0.  S.  22)

Sebliesslicli  wollen  war  nocb  die  Divergenzen  einiger  Stellungs-
verliältnisse  bereclnien,  bei  denen  die  Insertionsabstände  rl  und  ^  auf

den  Zeilen  zweier  correspondirender  Systeme  ungleich  sind.  Es  sei
die  Grrösse  des  Öffhimgswinkels  der  n"  und  />"'  Zeilen  cp^go°  gesetzt,
wie  sie  (annähernd  wenigstens)  m  der  Natur  besonders  häufig  beob-
aehtet  wird.'  Dann  geht  die  Formel  (q)  ülier  in:

r,  '^''
n,j,  f..  !oh--.--{-cca
fobd'  -+-  ocnö-  0-

^  ffd'  +  a't-  ^^  d'

Es  möge  ferner  das  Grössenverhältniss  von  d  und  §  durch  die

dlleiclumg  bestimmt  sein:

d
-^  =:  1/  -^.  Dann  wml  :o  ff}

f/  = (12)

Vorgl.  ScHWENnEXKR.  il.  n.  ().  S.  40.
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Diesen  Bediiiouni^cni  enlspreeheii  die  Divei-jj-eiizen  der  folgenden
Tabelle.

Wie  aus  dersell)en  ersielitlieli,  liilden  die  Divergenzen  unter
diesen  Umständen  die  l^ekannten  StHiMi'ER'sclien  Reihen,  und  zwar

sind  die  Lisertionen  l)ei  diesen  Stellungsverliältnissen  so  gruppirt.  dass
die  sich  rechtwinklig  kreuzenden  Schrägzeilen  den  höchst  möglichen
Ordnungen  entsprechen,  mid  die  Orthostichen  bereits  augenfällig  her-
vortreten  müssen,  falls  hinlänghcli  zalüreiche  Insertionen  vorhanden
sind.  Wenn  die  Parastichen  in  diesen  Fällen  Contactlinien  sind,  so
können  die  Organe  natürlich  keine  kreisförmige  Quersclmittsfläche
haben.  (Vergl.  hierüber  den  Abschnitt:  Verschiebungen  elliptischer
Organe,  bei  Schwendener.  a.  a.  O.  S.  28  ff.)

Tabelle  7.

Divergenzen  bei  rechtwinkhger  Kreuzung  ,  wemi  ^  ^  1/  — ist.

Parastichen
Verhältniss  z^vischen  den

Insertionsdistanzen
Divergenzen

'  Dies  VcrliiiUni.ss  findet  /..  15.  nl'tcr  lici  den  r;ir|)id(Mi
(vergl.  die  Fig-,  53  auf  Taf.  X  lici  Scmwknkkni-.h.  <liiscllisl
lienpiiden C-irpidoii).

von Mnii nolin YmI
nll.  ü-

111 slntt
lind 68
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3.  Entwiekelung  der  Divergenz  in  einen  Kettenbruch.

Die  Au.sdriicke  (8)  und  (9)  la.ssen  sich  nach  einem  Satze  aus  der
Ketten  hruchtlieorie  in  einen  Kettenla'uch  verwandehi.  der  aus  zwei

io
Theilen  liesteht.  Der  erste  Theil  hat  den  Endwerth  —  und  den  vor-

1)

letzten  Näherungswerth Der  Wertli  des  zweiten  Theils  ist

q  S  {a^  —  bd  cos  <p)

P d{hd  —  a^roscp)

(riebt  nämlich  die  Entwiekelung  von  —  einen  Kettenbrueh

von  der  Form  (13),  so  dass  p~  der  vorletzte  Näherungswerthß
ß  .

desselben  ist,  so  muss  die  Entwiekelung  von  -  einen  Ketten-

brueh  von  der  Form  (14)  erge1)en,  dessen  vorletzter  Nälie-

rungswerth  —  ist,  und  welcher  dieselbe  Zahl  von  Partial-



4G8  Sitzung  der  pliys.  -  in:itli.  Hasse  v.  27.  April.  —  Mittlieilima  v.  \?,.  .\pnl.

brüclien  wie  (13)  hat,  aber  die  Partialquotientcn  in  ui
gekelirter  Reihenfolge  enthält:

a  I
h  "~«,+  I

ih  +  I

/3_i  "/_,  +j;  \/3/  /fl

/>  »^.  +  I  /',

n,+  I ..(-\

Die.s  lässt  .sich  folgendermaassen  bewei-sen.  '

Man  bezeichne  die  Nähei'ung.swerthe  de.s  Kettenl)i'ueh.s  (13).  vom
a  a  oc'  a"  a,'"  t^-  -r.  •  1

letzten  beginnend,  mit  y,  -g,  ^,  -q;;,  -w;;,  u.  s.  f.  Die  Beziehung

zwischen  -r  und  7^  wird  bekanntlich  durch  folgende  Gleichung  au.s-
h  10

gedrückt  :  bat,  -z-  alo  =  +  i  .
Ol,  /3

Dieselbe  Gleichung  gilt  für  die  beiden  Brüche  —  und  —  .  die  daher
ab

ß
successive  Näherungswerthe  des  Kettenbruchs  y  sein  müssen.

Nun  ist:

b  =  n,-ß  +  ß',  also  -  =  „^.^_^^,  =  ^  •  •  •  ■  *'3')

Ferner  ist:

/3  =  ^,_../3'  +  /3-,  also  f  =  „  j!_^^„  =  S^----*'3")

Ebenso  ist:

/3'  =  «,_,  .  .ß"  +  ß'",  also  1^  =  ^o"  n,„  =  ^  •  ■  •  -(IS'")

'  Vgl.  hierüber  M.  ('.  nE  t'ANnoi.i.f:,  ;i.  a.  ().  S.  69.
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Fälivt  man  mit  der  Entwicklung  in  dieser  Weise  fort  und  sul)-
stitnirt  sodann  jede  folgende  Gleichung  in  der  früheren,  also  (13'")

■  /3  '
in  (13"),  diese  in  (13').  so  erhält  man  für  ~-  den  Kettenbruch  (14).

Der  Ausdruck  (8)  ergiebt  demnach,  wenn  das  Verhältniss  der
Coordinationszahlen  a  und  h  den  Totalwerth  eines  Kettenbruchs  von

der  Form  (13)  bezeichnet,  folgende  Kettenbruchform  :

I
^~%+  I  •

' I

?»3  +  I  {  "'\
».  +  I  \jt)  /ß\

"'  "^^'  ■  -  ■-  "■^^^■te>  (.5)

Der  die  Divergenz  eines  Stellungsverhältnisses  dar-
stellende  Kettenbruch  lässt  sich  daher  aus  zwei  Theilen

zusammensetzen.  Der  erste  Theil  endet  mit  zwei  Näherungs-
werthen,  deren  Nenner  gleich  den  Coordinationszahlen  a
und  J>  zweier  in  dem  Stellungsverhältniss  auftretender
gegenläufiger  Parastichensysteme  sind.  Der  Werth  des
zweiten  Tlieils  wird  durch  das  Verhältniss  der  Horizontal-

projectionen  der  Insertionsdistanzen  auf  der  IT  und  a"  Zeile
bestimmt.

Der  Werth  der  Divergenz  ist  daher,  wenn  ^  den  vor-

letzten  Näherungswertli  von  -  bezeichnet,  zwischen  zwei
I)

n
Grenzen  -  und  —  eingeschlossen,  deren  Werthe  von  der

a  h

Grösse  jener  Horizontalprojectionen  und  also  auch  von  der
Grösse  der  Insertionsabstände  und  des  üffnungswinkels  der
Para  Stichen  gänzlich  unabhängig  sind.

Dieses  Gesetz  Averde  durch  ein  Beispiel  erläutert.

Es  sei  ein  Stellungsverhältniss  gegeben  ,  in  welchem  sich  c^"  und

q'''  Zeilen  kreuzen  (Yii^.  i).  iMan  entwickle  -  in  ehien  Kettenln-iich
9

und  l)estinHnc  den  vorletzten  Partinlwerth  desselben a)-



470  Sil/.uiij;  (In-  |ili\  >.  -  lualh.  Claw  v.  '.I.  April.  —  .Muiliciliiii-  v.  lli.  Apri

(0

3_=1
9  i+J

I H- I

Die  Divergenz  des  StclliuigsverlKiltnis.se.s  ist  daher  zwiselieii  den
I  2

G^renzen  —  und  —  eingeschlossen  inid  wird  durcli  den  Kettenln-uch
5  9

bezeichnet  ;

I

''^"^"^-^  (1\

'"f  ^-^V

Das  zwischen  (h'n  llorizontalprojectionen  t/  und  p  licsteliende
Verliältniss  kann  jeden  ])elieLigcn  positiven  Werth  annehmen,  ohne
dass  die  Divergenz  die  angegebenen  Grenzen  überschreitet.

4.  Die  combinationsfähigen  Parastichensysteme  eines
gegebenen  vStellungs  Verhältnisses.

Aus  dem  zuletzt  entwickelten  Satz  lässt  sich  das  allgemeine  Gesetz
ableiten  für  die  Correlation  zwischen  den  Ordnungszahlen  sännntlicher
combinationsfähiger  Zeilensysteme  eines  bestimmten  gegebenen  Stellungs-
verhältnisses.

Bekanntlicli  lassen  sich  die  Insertionen  eines  gegebenen  regel-
mässigen  Stellungsverhältnisses  nach  allen  Richtungen  durch  Systeme
paralleler  und  äquidistanter  Linien  verl)inden:  nicht  alle  aber  lassen
sich  2)ii;ii-weise  so  comlnniren.  dass  alle  Durchschnittspunkte  zu-
gleich  Insertionspunkte  shid.  Verbhidet  man  z.  B.  die  beiden
Insertionen  o  und  11  In  Fig.  -^  durcli  eine  Linie,  so  giebt  es  II  damit

parallele  imd  äquidistante  sccundärc  Si)irali'n.  Avclche  alle  in  Fig.  3
gegebenen  Insertionen  mit  einander  verbhidcn.  El)enso  gehen  die

5''''  Zeilen  durcli  alle  Insertionen.  Trotzdem  lassen  sich  die  5"  und
II"'"'  Zeilen  niclit  in  der  angegclieneii  Weise  combiniren:  denn  sie
ergeben  eine  Anzalil  überzähliger  Durchschnittspunkte  yI,  5^  C  u.  s.av.'

Das  am  Schluss  des  vorigen  Capitels  entwickelte  Gesetz  gilt  nun
aber  nur  ti'ir  combinatlonsfäliige  Zeilensysteme,  d.  Ii.  i'ür  solclic

'  \\'ii'  sich  all  Jcdrr  Fiijiir  Iciclil  ilniiiiiislriiTn  lii^^l  .  Uc'iiiiii'n  sdlclic  I'anri'  von
l'ai"islicli('Ms\  .slciiicii  .  «clclic  üliciv.äliliiic  Diirclischiiillsjiiiiikli'  crgiOicii  wi'irili'ii.  weder
als  ('(Ulla  ctliii  icii-  imrli  als  die  ;i  ii  ücii  l'ä  1  1  i.üs  I  cu  l'a  ras  t  ichr  n  s  y  s  t  eine  üher-
liaiijil  (i;;iiriicii.  Man  kann  dies  all  einem  eiii/.ii;cii  I'arallel<>j;'rainiii  .  /.  1!.  c).S-ll-8
(Fig.  O-  darlliiin.
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Paare  von  Parastichensystemen  ,  deren  sämnitliche  Durchscluiitts-

punkte  als  Insertionen  numerirt  sind.
Um  daher  diesem  Gesetze  gemäss  die  Ordnungszahlen  säninit-

licher  möglicher  combinationsfähiger  Zeilensysteme  aus  dem  Ausdruck
für  die  Divergenz  des  gegebenen  Stellungsverhältnisses  abzuleiten,
entwickle  man  diese  Divergenz  (j  in  einen  Kettenbruch:

I
9

n,  +  I

lU  +  I

ö.(|)

Die  durch  jenes  Gesetz  geforderte  Zerlegung  dieses  Kettenbruchs
in  zwei  Theile  werde  nun  bei  dem  ^'"'  Partialquotienten  («<)  vor-
genommen.  Dies  kann  so  geschehen,  dass  entweder  die  sämmtlichen
Einheiten  dieses  Partial(|uotienten  zum  ersten  Theil  gestellt  werden
oder  nur  ein  Theil  derselben.

Im  ersten  Falle  seien  die  lieiden  letzten  Näherungswerthe  des
n

ersten  Theils  —  vmd  -7-.  Dann  sind  es  die  a"  und  A"  Zeilen,  deren
a  b

Ordnungszahlen  den  Nennern  zweier  successiver  Näherimgswerthe  gleich
sind.  Daher  sind  die  o"  und  h"  Zeilen  combinationsfähig.

Im  anderen  Falle  stelle  man  von  den  in  ??x  befindlichen  Einheiten

nach  einander  eine,  zwei,  3  .  .  .  .  {ih  —  l)  zmii  ersten  Theil  des  Ketten-
bruchs  und  berechne  die  letzten  Näherungswerthe  dieses  Theils.
Sie  seien  :

—  und  ~,  wenn  der  letzte  Partiah  [uotient  i  ist;
a  0,

—  und  ~,  wenn  er  2  ist.  u.  s.  f.  bis:
a  «2

—  und  ,  wenn  er  (w^.  —  i)  ist.
a  O(B^-i)

Dann  sind  es  die  Zeilen  nach  a  und  />,  ;  ((  und  b^-.  a  und  />„;
a  un<l  />(»,-!),  deren  Ordnungszahlen  die  vorgeschriebene  Bedin-

giuig  erfüllen.  Daher  sind  auch  diese  Zeilenpaare  combinationsfähig.
Was  von  dem  Partialquotienten  it^.  gilt,  lässt  sich  ebenso  für

jeden  nndern  des  gegelxMien  Kettejibruchs  darthun.  Daher  wird  dio
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CoiTelation  zwisclien  den  Ordnungszahlen  der  eombinationsnUiigen
Zeilen.systeme  dnrcli  folgende.s  Gesetz  ausgedrückt:

Die  Nenner  je  zweier  successiver  Näherungswertlie  des
die  Divergenz  eines  gegebenen  Stellungsverliältnisses  dar-
stellenden  Kettenhruehs  bezeichnen  die  Ordnungszahlen  je
zweier  combinationsf.ähiger  Zeilensysteme  dieses  Stellungs-
verhältnisses.  Ausserdem  liisst  sich  jedes  Parastichensystem,
dessen  Coordinationszalil  gleich  einem  solchen  Nenner  ist,
mit  so  vielen  intermediären  Zeilensystemen  combiniren,  als
die  Einheiten  betragen,  um  welche  der  folgende  Partial-
quotient  grösser  ist  als  l.

Ein  Beispiel  wird  das  Gesagte  völlig  klar  stellen.
In  Fig.  5  ist  ein  vStellungsverhältiiiss  abgebüdet,  dessen  Divergenz

12  42  I
—  beträgt.  Stellt  man  ~  —  als  Kettenbruch  dar:

215  215  5+1

2+  I

2
so  sind  die  successiven  Näherungswerthe  :

I  8  17  42
5  '  4^'  87'  2^'

Um  die  (loordinationszahlen  der  sämmtlichen  Zeilen.systeme  zu
bestimmen,  welche  sich  mit  den  5"  Zeilen  combiniren  lassen,  setze

man  den  zweiten  Partial(|uotienten  des  Kettenbruchs  successive  gleich
1  ,  2,  3  ...  7.  8  und  l)erechn('  die  betreffenden  Näherungswerthe:

i-,  A  ^_  Jl  _5.  A  X  A.
6'  11'  16'  21'  26'  31'  36'  41'

Dann  bezeichnen  die  Nenner  6.  II,  16,  21,  26,  31  und  36  die
Goordinationszahlen  der  sieben  intermediären  Systeme,  welche  sich
mit  den  5"'  Zeilen  comljiniren  lassen,  und  der  letzte  Nenner  41  die
Ordnungszahl  des  betreftenden  Normalsystems.  Die  Figur  zeigt,  dass
überzählige  Durchschnittspunkte  sich  bei  diesen  CombinatioiUMi  nicht
ergeben.

Ist  das  g('gel)ene  Stellungsverluiltniss  ein  solclics.  dass  die  sämmt-
lichen  successiven  Partialquotienten  des  di(>  Divergenz  bezeichnenden
Kettenbruchs  vom  zweiten  ab  gleich  i  sind  ,  so  werden  die  Goordi-
nationszahlen  sänuntlicher  möglicher  combinationstahiger  Zeilcnsysteme
des  gegel)enen  Stellungsverhältnisses  durch  die  l»ekannten  Reihen
bezeichnet:

I.  2,  3.  5.  8,  13.  21
I.  3.  4.  7,  II.  18.  29
I,  4,  5,  9,  14.  23,  37
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Von  diesen  Zahlen  können  daher  nur  hnnier  je  zwei  snccessive
in  Combination  treten.

Zum  Schlüsse  sei  noch  auf  folgende  Consequenz  dieser  Darstel-

lungsweise  hingewiesen.
Bekanntlich  muss  der  erste  Partialquotient  jedes  Kettenbruchs,

welcher  die  nach  dem  kurzen  Wege  gemessene  Divergenz  eines  Stellungs-
verhältnisses  bezeichnet,  grösser  als  i  sein.  Ist  nun  n  dieser  erste
Partialquotient,  so  lässt  sich,  wie  schon  erwähnt,  der  gegebene  Ketten-
bruch  am  Anfans-  schreiben:  l

n  +  u.  s.  w.

Dann  ist  der  zweite  Näherungswerth  —  und  der  dritte  —  .  Dem-
I  n

gemäss  bezeichnen  die  Nenner  i  vmd  n  ein  normales  Combinations-
verhältniss.  Setzt  man  statt  n  aber  suecessive  die  Partialquotienten

I,  2,  3  ...  {n  —  l),  so  ergeben  sich  {n  —  l)  intermediäre  Sy.steme,
welche  mit  der  Einerzeile  combinirt  werden  können.

So  lassen  sich  in  Fig.  ^  die  vier  intermediären  Zeilen  :  die  Einer-
zeile  des  langen  Wegs,  die  Zweier-,  Dreier-  und  Viererzeilen  mit  der
Einerzeile  des  kiu'zen  Wegs  combiniren,  und  erst  die  Fünferzeilen
ergeben  mit  der  Einerzeile  (des  kui'zen  Wegs)  die  normale  Combination.
Im  Fall,  wo  7*^2,  (Fig.  3)  combiniren  sich  natürlich  nur  i"  und  i",
sowie  i"  und  2"  Zeilen  in  dieser  Weise.  Von  diesen  Combinationen

hat  die  der  i"'  und  i"  Zeile  offenbar  nur  theoretische  Bedeutung,
Avährend  alle  üljrigen  bei  entsprechender  Entfernung  der  Insertionen
augenfällig  hervortreten  können.

Die  Stellungsverhältnisse  der  ersten  ScniMPER'schen  Reihe
sind  dalier  die  einzigen,  bei  denen  intermediäre  Zeilen  über-

haupt  nicht  auftreten  können.

Ausgegeben am 4.  Mai.

Berlin, geiliiickt in der Rciclisdruckerfi.
Sitzimgsbericlite  1882.  32
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