
936   L   i   c   h   »   e   n   f   el   s.

Man   findet   in   denselben   nach   Durchführung   einer   Eintheilung   der

linearen   algebraischen   Gleichungen,   deren   Bezeichnungen   vir   bereits

gebrauciiten,   wenn   oben   von   symmetrischen,   bestimmten   und   unbe-

stimmten Gleichungen  gesprochen  wurde,  und  nebst  einer,  aus  den  im

letzten   Abschnitte   entwickelten   Formeln   hergeleiteten   Completirung

der   von   Krammer   für   die   Aullösung   bestimmter   Gleichungen   ange-
gebenen combinatorischen  Methode,  den  Nachweis  ihrer  Verwendbar-

keit  auch   zur   Auflösung   der   unbestimmten   Gleichungen   enthaltend,

zuvörderst   ein   eigenthümlicbes   uniformes   Verfahren   die   unbestimmten

und   mittelst   der   dabei   gewonnenen   Grössen   auch   die   correspondirenden

bestimmten   Gleichungen   aufzulösen,   ferner   damit   in   engstem   Zusam-

menhange eine,  die  bisher  gangbare  an  Bequemlichkeit  übertreffende

Methode   die   bewusste   Eliminationsgleiehung   herzustellen   und   end-

lich  eine   gewisse   Zahl   von   Kennzeichen   zur   Beurtheilung   ihrer   zu
erwartenden   Wurzeln.

Sind   Pi,   Pa,   Pg,.   .   .Pn   homogene   nach   den   Unbekannten   die

M'ir   mit   .Vx,   Xz   x^.  .   .x„   bezeichnen   wollen,   lineare   Polynome,   so   ist

die   allgemeinste   Form   linearer   algebraischer   Gleichungen  :

Pi      =   PU     Pz     =   PZ,      P,     =    Z>3,.    .       P.      =    Pn   (1)

WO   die   pi,   Pz,   ps,.  .   .p„   Grössen   bedeuten,   welche   die   Unbekannten

nicht   mehr   enthalten.   Diese   Gleichungen   sind   ihrer   Zahl   nach   zur

Bestimmung   der   Unbekannten   als   endliche   Werthe   nothwendig   und   —

denn   nur   für   besondere   später   noch   zu   erwähnende   unter   den   in
ihnen   erscheinenden   Coefficienten   statthabende   Relationen   hören   sie

auf   dies   zu   sein   —   ihrer   Form   nach   auch   hinreichend,   wenn   von   den

Grössen   jjj,   p.,,   pz,.   .   .p„   wenigstens   eine   von   der   Nulle   verschieden

ist.   Verschwinden   hingegen   alle   p,   nehmen   also   die   Gleichungen
die  Gestalt  :

P,   =0,   P.   =   o,   Ps   =   o,...P„   =   o   (2)

an,   so   werden   sie   unter   eben   der   oben   erwähnten   Beschränkung

und   abgesehen   von   der   besonderen   Auflösung   Nulle   für   alle   Unbe-

kannten  ungenügend   oder   unmöglich.   Eiiminirt   man   näjulich   im
letzteren   Falle,   nachdem   man   eine   Division   sämmtlicher   Gleichun-

gen  durch   eine   der   Unbekannten,   etwa   x,   vorgenommen   hat,   alle

entstehenden   Quotienten   -^   ,   -^-^,   .   .   .  .—  ^   was   immer   möglich   ist,

da   in   den   n   Gleichungen   (2)   der   Quotienten   nur   ii   —   1   an   der   Zahl
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erscheinen,   so   ergibt   sich   eine   lediglich   aus   den   Coefficienten,   mit

welchen   die   Unbekannten   in   den   Polynomen   P,,   P..   P^,   .   .   .P„   ver-

knüpft  waren,   zusammengesetzte   Bedingungsgleichung:

M   =   0   (3)

an   deren   Erfüllung   offenbar   die   Möglichkeit   des   Zusammenbestehens

der   ursprünglichen   gebunden   ist.

Sollen   demnach   die   Gleichungen   (2)   eine   Auflösung   zulassen,

so   muss   die   (3)   entA\   eder   eine   identische   sein,   oder   es   muss   uns,   um

denselben   Genüge   zu   leisten,   wenigstens   einer   der   in   ihr   enthaltenen

Coefficienten   zur   beliebigen   Verfügung   überlassen   werden.   Imersteren
Falle,   der,   wie   leicht   zu   ersehen,   die   früher   erwähnte   Ausnahme

bildet,   gibt   es   unter   den   Gleichungen   (2)   oder   was   dasselbe   ist,

unter   den   Polynomen   /*,,   P,.   A.   •   •   •   P„   nur   w   —   1   von   einander

verschiedene,   welche   durch   die   obbesagte   Division   ohne   Mühe   in

Gleichungen   von   der   Form   (1)   verwandelt   werden   können   —   eine

besondere   Betrachtung   ist   daher   hier   nicht   erforderlich   —   wohl   aber

gibt   zu   einer   solchen   Veranlassung   der   zweite,   namentlich   wegen   des

in   ihm   nothwendigen   willkürlichen   Coefficienten.   Nennen   wir   den-

selben .9,   eine  Bezeichnung,   die   wir   auch  im  Folgenden  stets   beibe-

halten wollen  und  setzen  voraus,  er  komme  in  allen  Polynomen  Pj,  Pg,

P3,   .   .   .   P„   überhaupt   nur   mit   m   von   einander   verschiedenen   Unbe-

kannten, welche  die  o?,,  Xo,  x^,  .  .  .  a?,„  sein  mögen,  als  Factor  ver-

bunden vor,  so  können  wir  leicht  die  Gleichungen  (2)  in  zwei  Gruppen
scheiden,   deren   eine   nur   die   Unbekannten   x^,   Xo,   x^,   .   .   .   a?,„   sammt

dem   willkürlichen   Coefficienten   s   enthält   und   daher   zur   Bestimmung
eben   dieser   Grössen   dient.   Mährend   aus   der   anderen   dieWerthe   der

a:^m-f   1,   ^m+2,   x„,+3,   .   .   .   .v„   gczogcu   wcrdcu   können,   sobald   man   in

dieselbe   die   des   s   und   der   Xi,   x^,   x^,   .   .   .   x^   aus   der   ersteren
substituirt   hat.   Bezeichnen   wir   nun   mit

Rx,   R.,   R3,   .   .   .   R,„;   Vi,   r.,   r^,   .   .   .   r„

nach   den   Unbekannten   x^,   Xo,   x^,   .   .   .   x^   homogene   und   lineare

Polynome,   ferner   ähnliche   jedoch   nur   die   x^+i,   ^'m-i-2>   -^m+s»   -   ■   -x^
enthaltende   Ausdrücke   mit:

Qi,   Qz,   (?3,   .  .  .   Ö,.-™
so  ist:

Ri^sxi,   R.i-=^sxn,   R3=sxs,   .   .   .   R,„=sx,„   (4)
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die   einfachste   Form,   auf   welche   die   erste   und  :

Q,^r„   Q,=r,,   Qs   =   r,.   .   .   .   Q„_.„=r„_„,   (S)

auf   welche   die   zweite   gebracht   werden   kiinn.   Von   diesen   Gleichun-

gen  gehören   die   (5),   da   offenbar   nicht   säinmtliche   r   der   Nulle   gleich

sein   können,   falls   nicht   alle   .»"j,   .rg,   .r;.,   .   .   .   .x"„,   aus   den   Polynomen

P,,   Pa,   P3,   .   .   .   P„   gänzlich   verschwinden   sollen,   zur   Gattung   der

bereits   unter   (1)   aufgeführten,   dagegen   bilden   die   (4)   eine   Yon   der

so   eben   erwähnten   wesentlich   verschiedene.   In   Ermanglung   einer

passenderen   Bezeichniingsweise   nun   werden   wir   diese,   da   wegen   der

Homogenität   aller   ihr   untergeordneten   Gleichungen   in   Bezug   auf   die

Unbekannten   nur   deren   Verhältnisse   aus   ihr   gezogen   werden   können,
mindestens   eine   derselben,   die   also   stets   willkürlich   bleibt,   die   der

unbestimmten,   jene   hingegen,   bei   welchen   ein   derartiges   Verhalten
rücksichtlich   der   Unbekannten   nicht   stattfindet,   die   der   bestimmten

Gleichungen   nennen.   Ausser   dieser   Eintheilung   der   Gleichungen   in

bestimmte   und   unbestimmte   treffen   wir   noch   die   derselben   in   symnie-

trische,   und   nicht-symmetrische,   und   zwar   sollen   die   Glei-

chungen symmetrisch  dann  heissen,  wenn  die  Polynome  Pin  (1)  oder

die   R   in   (4}   so   beschaffen   sind,   dass,   was   immer   für   Stellenzeiger
unter   k   und   h   verstanden   werden,   stets   der   Coefficient   von   ^^   im   ä**"

Polynome   gleich   ist   dem   Coefficienten   veno?,,  im   ä:'*".   Man   könnte   nun

vielleicht   erwarten,   die   symmetrischen   Gleichungen   als   besonderen

Fall   unter   die   mit   beliebigen   also   im   Allgemeinen   nicht   symmetrischen
Coefficienten   behafteten   subsummirt   zu   finden.   Wir   haben   aber   die

symmetrischen   Gleichungen   vorausgeschickt,   denn   nicht   nur   ergaben
sich   uns   zunächst   bei   diesen   die   meisten   Resultate,   die   wir   erst

später   auf   die   nicht  -symmetrischen   zu   übertragen   versuchte^i,   es

besitzen   auch   die   symmetrischen   Gleichungen   ein   so   vorwiegendes

Interesse,   dass   es   gerechtfertigt   erscheinen   muss,   ihre   Theorie   isolirt

hinzustellen.   Aus   demselben   Grunde   haben   wir   die   symmetrischen

Gleichungen   etwas   ausführlicher   behandelt   und   uns   dafür   bei   den

nicht  -symmetrischen,   namentlich   bezüglich   alles   dessen,   was   von

jenen   auf   diese   übertragen   werden   konnte,   kürzer   gefasst;   bei   den

einen   wie   den   anderen   aber   mit   den   unbestimmten   Gleichungen

den   Anfang   gemacht,   und   dies   erklärt   sich   von   selbst,   denn   es   wird

ja   eben   hier   die   Auflösung   der   bestimmten   Gleichungen   auf   die   der

unbestimmten   zurückgeführt.
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A.   Gleichungen   mit   symmetrischen   Coefficienten.

a.  Unbestimmte  Gleichungen.

Führen     wir,     um     die     unter     den     Coefficienten     herrschende

Symmetrie   stets   vor   Augen   zu   haben,   das   Symbol:

(h  k)

ein,   dessen   Werth   sich   nicht   ändern   soll   durch   eine   Vertauschung

der   in   ihm   enthaltenen   Stellenzeiger  /t   und   k,   so   ergibt   sich   ein   System

wie   folgt  :

(11)   .r,   -f   (12)   .V,   +   (13)   .v,+   ...   (in}   .r„=s   .r,

(21)   X,   +   (22)   .r,   +   (23)   .^3   +   .   .   •   (2«)   a^=s   x,

(31)   .r   ,4-   (32)   .t%   +   (33)   x,   +   .   .   .   (3^0   ^v=s   x,      (1)

(w   1)   a\   -\-   (nT)   x..   -f   (;i3)   x^   -\-   .   .   .   (jiii)   x„=s   x„

als   Repräsentant   der   hier   zu   betrachtenden   Gleichungen.

Nach   der   bisher   üblichen   Methode,   solche   Gleichungen   aufzu-

lösen,  bildet   man   zuerst   die   in   der   Einleitung   erwähnte   Eliminations-
gleichung. Dieselbe  erscheint  nun  bekanntlich  unter  der  Form

F(s)   =   o   (2)

in   welcher   F   eine   ganze   rationale   Function   vom   ;«'*"   Grade   bedeutet

und   liefert   daher   im   Allgemeinen   n   verschiedene   Werthe   für   s,   die

man   nach   und   nach   in   die   Gleichungen   (1)   einträgt.   Da   nun
der   Effect   einer   solchen   Substitution   otTenbar   der   ist,   die   w-Glei-

chungen   (1)   auf   w  —  1   von   einander   verschiedene   zu   reduciren,   so

kann   man   nach   ihrer   Vollziehung   irgend   eine   der   Gleichungen   (1)

hinweglassen   und   die   übrig   bleibenden   mittelst   einer   Division
durch   eine   der   Unbekannten   in   bestimmte   verwandeln.   Diese

Methode   führt   demnach   die   unbestimmten   Gleichungen   auf   ähn-
liche  bestimmte   zurück,   während   sie   für   diese   eine   directe   Auf-

lösung  voraussetzt   —   nicht   so   unsere,   welche   im   Gegentheile   eine

directe   Lösung   der   unbestimmten   liefert   und   aus   den   hiebei

gewonnenen   Grössen   ohne   sonderlichen   Rechnungsaufwand   die

Auflösungen     ähnlicher   bestim   mt   er   zusammensetzt.

Um   die   in   den   Gleichungen   (1)   liegende   Willkür   hinsicht-
lich  der   Grössen   Xi,   x^,   x^   .   .   .   x„,   denn   nur   deren    Verhältnisse
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werden   durch   sie   bestimmt,   zu   heben  ,   führen   wir   mittelst   der

Substitutionen:

Xi   =   Cui,   .Vz   =   Cui,   .1*3   =   Cus,   .   .   .   .v„   =   Cu^   (3)

die   neuen   Grössen   Ui,   u^,   «3   .   .   .   n„   ein,   wobei   es   klar   ist,   dass

wir   dieselben   wegen   des   unbestimmten   Factors   C   einer   neuen

beliebigen   Bedingungsgleichung   unterwerfen   dürfen.

Zur   Herstellung   der   möglichsten   Gleichförmigkeit   in   den   zu

entwickelnden   Formeln   ist   es   am   besten   für   dieselbe   folgende   zu
wählen  :

Ml   «1   +   ^'2   ^2   -\-   U3   M3   .   .   .   Un   u„   —   1   (4)

Jedes   u   durchläuft   aber,   wie   aus   dem   Vorhergehenden   zu

ersehen,   eine   Reihe   von   n   verschiedenen   Werthen,   entsprechend

der   Reihe   der   Wurzeln   der   Eliminationsgleichung   (2),   die   wir   mit:

Sj,   Sg,   S3,    ...§!(...   .s„

bezeichnen   wollen.   Um   nun   auch   diese   zu   unterscheiden,   werden

wir   jedem   u,   welches   der   Wurzel   Su   zugeordnet   ist,   rechts   oben   den

Index   k   beifügen,   während   wir   einem   Potenz  -Exponenten   erst
dann   diesen   Platz   einräumen,   nachdem   das   betreffende   u   mit   Klam-

mern  versehen   worden;   es   bedeutet   also   im   Folgenden   z.   B.   u^

den   zur   Wurzel   Sh   gehörenden   Werth   von   u^,   hingegen   (ti^y   die   r"*

Potenz   desselben.   Dieser   Schreibweise   gemäss   nimmt   die   Glei-

chung (4)  folgende  Gestalt  an:

{un^   +   0^2^)^   +   0'3*)"~   +  .   •  .   {n.^y   -  1         (s)

und   repräsentirt   so   eine   Reihe   von   w-Gleichungen,   die   man   aus   (5)

erhält,   >venn   man   für   den   Index   k   alle   ganze   Zahlen   von   1   bis   n   in

dieselbe   einträgt   —   denn   wir   wollen   die   Gleichung   (4)   für   alle
Wurzeln   bestehen   lassen.

Wir   bemerken   ferner   noch,   dass   die   Gleichungen   (1)   in   Ver-

bindung  mit   denen   (3)   und   (S)   zwar   die   numerischen   Werthe   so
wie   die   Zeichenunterschiede   sämmtlicher   u   vollkommen   bestimmen,
das   Zeichen   einer   dieser   Grössen   aber   noch   willkürlich   lassen   —

doch   werden   wir   erst   weit   später   Gelegenheit   haben,   diese   Be-

merkung zu  benöthigen.

Nachdem   wir   so   das   Problem   möglichst   präcis   gefasst   haben,

schreiten     wir    zur     Unlersuclumg.      Als    Ausgangspunkt     für     diese
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gebrauchen   wir   den   schon   bekanjiten   Satz,   die   Eliminationsgleichiinf?
in   s   lasse   für   dieses   blos   reelle   Werthe   als   Wurzeln   zu.   Da   aber

der   Beweis   dieses   Satzes,   wenn   schon   an   und   für   sich   interessant,

eine   erhöhte   Wichtigkeit   für   uns   besitzt   und   wir   ihn   überdies

auf   etwas   einfachere   Weise   als   bisher   geschehen,   zu   führen   im

Stande   sind,   so   wollen   wir   ihn   reproduciren.   Zu   diesem   Zwecke

ersetzen   wir   in   den   Gleichungen   (1)   alle   darin   enthaltenen   Grössen?«

durch   die   der   ä:'*"   Wurzel   zugehörenden   und   bekommen   so  :

(11)   Ml"   +    (12)   ?/,"   +    (13)   U,'   +     ...    (1   70   //„"   =   S,   M,"

(21)   M,"   +   (22)   nJ   +   (23)   n^'   -^   ...   {2   h)   «,."   =   s,   n/

(31)   n,'   +   (32)   u./   +   (33)   u,'   +   ...   (3/0   iC   =   s,   u,'   (6)

(wl)   «i"   +   (w2)   w/^   (^3)^3"   +   .   .   .   (nn)   w,."   =   s,   u,^

darauf   multipliciren   wir   diese   Gleichungen   der   Reihe   nach   mit:

Ui",   ih\  ih"  .   .   .   «,/'

addiren   sie   und   vereinigen   alle   Bestandtheile   einer   Vertical-Columne

zu   einem   Gliede.   Das   Resultat   ist   folgendes:

«,"   [(11)   n,"   +   (12)   n,'   +   ...(in)   «„*]   +

+Mo"   [(21)   wi*   +   (22)   u,"   +   .   .   .   (2w)   M„*]   +  .   .  .      (7)

=   S*   [Ui"   Ui"   -^ih^ii."   +   .   .   .   iC   w,*]

Jetzt   verwandeln   wir   in   den   Gleichungen   (6)   den   Stellenzeiger   k

in   h,   was   offenbar   erlaubt   ist.   Dabei   zeigt   sich   denn,   dass   die   auf

der   linken   Seite   der   Gleichung   (7)   als   Factoren   erscheinenden
Polinome   identisch   sind   mit   den   links   vom   Gleichheitszeichen

stehenden   Theilen   der   in   erwähnter   Weise   modificirten   Gleichungen

(6)   also   auch   der   Ordnung   nach   ersetzt   werden   können   durch:

Führen   wir   nun   diese   Vertauschung   aus,   so   geht   uns   die   (7)
über   in   die   gesuchte   Endgleichung:

Sa  (Ui"   «1*  +   W./   U."   +   .   .   .   iC   W„*)

=   s,   (w,"   Ui"   4-   u^'   u^'^-\-   .   .   .   iC   w„*)   (8)

aus   welcher   sich   der   in   Frage   stehende   Satz,   mit   Rücksicht   auf   den

Umstand,   die   Eliminationsgleichung     (2)   könne   aus    lauter   reellen
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Grössen   durch   Addition   und   Multiplication   entstanden,   nur   reelle

Coefiicienten   besitzen   und   demnach   höchstens   conjungirte   imaginäre

Wurzeln   zulassen,   in   folgender   Weise   ergibt:   Die   Voraussetzung

eines   Paares   conjungirter   imaginärer   Wurzeln   wie

s,,   =   p  -}-   q  V  —  i       ;   Sh  =  p  —  qV  —  i

bringt   es   mit   sich,   dass   auch   die   ihnen   zugeordneten   u^   und   u^   als

rationale   Functionen   dieser   Wurzeln   undderCoeffieientendessgleichen
eine   Form   bekommen   wie:

7/*   =   «,.   +   ß,.   y-iTT   ;     iC   =   oc,—ß,   t^"=T

unter   a   und   ß   reelle   Grössen   verstanden.   Die   Einführung   dieser

Annahmen   in   die   Gleichung   (8)   liefert   aber   die   neue  :

2q   («,2   -\-   ccj+   .   .   a,r^   H-   ß,^   -j-   ß,2   -f   .   .   |3„2)   V-1=0   (9)

zu   deren   Bestände   erfordert   wird,   dass   entweder   das   in   ihr   als   Factor

erscheinende   Polynom   der   a   und   ß   oder   die   Grösse   q   der   Nulle   gleich

sei,   Ersteres   ist   aber,   da   der   Voraussetzung   nach,   alle   «   und   ß   reell

sind   und   nicht   zugleich   verschwinden   können,   ohne   dass   dies   auch   in

Widerspruch   mit   der   Gleichung   (5)   bei   sämmtlichen   ?i''   und   u^   ein-

träte, unmöglich;  man  wird  also  haben  müssen

^   =   0   (10)

eine   Relation,   welche   offenbar   die   Realität   sämmtlicher   Wurzeln   der

Eliminationsgleichung   (2)   beweist.

Dies   ist   jedoch   nicht   die   einzige   aus   der   Gleichung   (8)   zu   zie-

hende  Folgerung   —   eine   andere   von   nicht   minderer   Wichtigkeit   für

uns   ist   nämlich   die,   dass   auch   für   reelle   aber   ungleiche   Werthe   von

.V,,   und   .s'i,   die   erwähnte   Gleichung   nur   unter   der   Voraussetzung

bestehen   könne,   das   in   derselben   als   Factor   erscheinende   Polynom

der   «''   und   «''   sei   der   Nulle   gleich.   Es   müssen   also   die   aus   (6)   zu

ziehenden   Werthe   der   u   für   zwei   verschiedenen   Wurzeln   angehörende

sonst   aber   beliebige   Stellenzeiger   h   und   k   die   Gleichung  :

n,"   //,*   +   Uo"   no"   +   U3"   Us"   +   .   .   .   u,,"   M,."   =0   (11)

erfüllen.   Gibt   es   aber   unter   den   Wurzeln   der   Eliminationsgleichung

doppelte   oder   mehrfache   und   sind   s,,   und   .s,<   ein   solches   Paar   gleicher

Wurzeln,   so   wird   die   (8)   eine   identische   und   es   ist   nicht   mehr   erlaubt
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ZU   schliessen,   das   entsprechende   Polynom   der   u   sei   der   Nulle   gleich,

ja   man   konnte   sogar   leicht   auf   die   Vermuthung   geratlicn,   für   gleiche

Wurzeln   würden   auch   die   zugehörigen   u   zusammenfallen   und   das

erwähnte   Polynom   werde   der   unter   (5)   statuirten   Relation   gemäss   der

positiven   Einheit   gleich   —   dem   ist   aber   nicht   nothwendiger   Weise   so.

Betrachtet   man   nämlich   einen   speciellen   Fall,   etwa   die   bekannten

drei   Gleichungen   desPolarisations-Ellipsoides,   so   zeigt   sich,   dass   das

Eintragen   einer   doppelten   Wurzel   der   Eliminationsgleichung   in

jene,   dieselben   nicht,   wie   es   im   allgemeinsten   Falle,   das   heisst,   beim
Vorhandensein   dreier   verschiedener   Wurzeln   geschehen   sollte,   auf
zwei   von   einander   verschiedene   reducirt,   sondern   nur   auf   eine.

Dies   macht   es   uns   möglich   die   betreffenden   n   einer   neuen   Bedingungs-

gleichung zu  unterwerfen  und  zwar  für  jede  der  gleichen  Wurzeln

einerverschiedenen,   was   zurFolgehat,   dass   die   beiden   gleichen   Wur-

zeln  entsprechenden   zwei   Reihen   der   u   nicht   zusammenfallen.   Ja   man

kann   es   selbst   mit   einer   solchen   Bedingungsgleichung   leicht   erreichen,

dass   diese   zwei   Reihen   der   u   eine   Gleichung   wie   (11)   erfüllen.   Um

bei   dem   erwähnten   Beispiele   zu   bleiben,   so   wird   das   Ellipsoid   für   zwei

gleiche   Wurzeln   ein   Rotations-Ellipsoid   und   die   correspondirenden   u

sind   die   Cosinuse   der   Winkel,   welche   eine   durch   don   Mittelpunkt   des

Ellipsoides   gehende   in   der   Äquatorial-Ebene   gelegene   Linie   mit   den

Coordinaten-Axen   einscbliesst,   und   wir   können   stets   verlangen,   dass

eine   solche   Linie   gemäss   der   ersten   Bedingung   eine   bestimmte   Lage

in   der   Äquatorial-Ebene   habe   und   eine   zweite   gemäss   der   zweiten

Bedingung   auf   der   ersteren   senkrecht   stehe.   Diese   Betrachtungen

erregten   in   uns   die   Vermuthung,   das   Vorkommen   einer   vielfachen

Wurzel   werde   uns   ganz   allgemein   gestatten,   der   Bedingungs-
gleichungen eine  solche  Anzahl  aufzustellen,  dass  dadurch  nicht

nur   die   den   gleichen   Wurzeln   entsprechenden   Reihen   der   u   gezwungen

werden   können,   auch   unter   einander   Relationen.  wie   (11)   einzugehen,
sondern,   dass   uns   deren   noch   mehre   zur   Erreichung   anderer   Zwecke

zu   Gebote   blieben.   Wir   fanden   diese   Ansicht   auch   später   bestätiget,

da   aber   der   Beweis   für   ihre   Richtigkeit   hierorts   noch   nicht   beige-

bracht werden  kann,  so  wollen  wir  in  Folgendem  einstweilen  von  der

Voraussetzung   ausgehen,   die   Eliminationsgleichung   in   s   besitze   in   der
That   lauter   verschiedene   Wurzeln   und   behalten   uns   die   Verification

der   gewonnenen   Formeln   für   den   Ausnahmsfall   gleicher   Wurzeln

einem   späteren   Abschnitte   vor.
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Nach   dieser   Annahme   gelten   uns   die   Relationen

«i"   «i"   +   ''3'   ih'   +   «3'   «3'   +   •   •   .   ««'   n.!:   =   1   (12)

für   alle   Stellenzeiger   k   und   die

u,"   u,"   +   ilJ-   u,"   +   u,"   u,"   +   .   .   .   M,/*   /f,.'   -   0   (13)

für   alle   ungleichen   Stellenzeiger   h   und   k.
Sind  nun

eine   Reihe   independenter,   hingegen

Ou   0„   O3   .   .   .   0„

eine   von   der   vorhergehenden   durch   die   Gleichungen:

t^    =   M,l   Ol    +   M,2   O2   4-   i<i3   O4   +    .   .   .   «,"   0„

^2    =    U.^i    0,     +    l<22    O3  _|-    1^,3    O3    4-    .    .    .    Mo"    0„

4    =    th'    Oy    +    ^3-    0,   +    «3=^    O3    +    .    .    .   J/g"    0„

^n    =    U,.'    Ol     +    ?A„2    O3    +    M„=5    O3    +     .    .    .    IC    0„

(14)

abhängig   gemachte   Reihe   von   Grössen,   so   findet   sich   leicht,   wenn   man

die   (14)   der   Ordnung   noch   mit   u^^,   k.K   ihK   •   •   •   «„^   multiplicirt   und

darauf   addirt,   mit   Rerücksichtigung   der   Relationen   (12)   und   (13)

th'   U   +   Uz'   h   +   n,'   ?3   +   •   •   •   «./   t,   =   0,   (15)

und   durch   dieselbe   Operation   mit   anderen   und   anderen   Reihen   der   u
auch :

Wi^  ti   -j-   ^a^  ^2  +  ^3^  '3  +  •   •   .   w„- 1„  =  O3

Wi3   ^1   +   Ma3   i^J^u^zt^^   .   .   .   Uj   t„   =   O3
(IS)

wr   ^   +   «ä"   ^2   +   M3"   ^3   +  .  .  .   ic   L   =   o„

Quadrirt   man   nun   alle   Gleichungen   (14),   und   addirt   sie,   so   zeigt   sich

wieder   zu   Folge   der   Relationen   (12)   (13)

tr   +   ^.^   +   ^3=   +   •   .   .   t„'   -=   Oi^   -f   0,«   +   O32   +   .   .   .   ^n^   (1«)
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hingegen   durch   ein   ähnliches   Verfahren   mit   den   Gleichungen   (lo)

.   .   U3"   Ws")   -\-   2fi   t,   (iit  '   «,'   +   //r   u.r--^.   .   Ml  "/<,")   +  2^,   ^3   (tiiUts^

+   Ui^th'   +   '   •   ■   >ix"   ih")   +  (17)

Ein   Ziisitmineiihiiiten   der   unter   (16)   und   (17)   für   die   Summe

der   Quadrate   der   Grössen   0   erhaltenen   Ausdrücke   liefert   aber   jetzt
wegen   der   Independenz   der   Grössen   t   die   neuen   Relationen:

II,'   11,^   -f      Ui,^'   «;.2   _^     n^3   ,f^i   -]-...     ;/^»   u^"   =1   (jg-)

Wa*   «a*   +   Hk'   «r   +   %'   "a=   +   •   •   .   Ma"   ik"   =   0   (19)

erstere   gültig   für   alle   letztere   für   jedes   Paar   ungleicher   Stellen-

zeiger.  Die   Gleichungen   (12),   (13),   (18),   (19),   sprechen   die
innige   Verwandtschaft   der   Grössen   u,   n~   an   der   Zahl   aus,   indem   sie

zeigen,   dass   dieselben   in   alle   jene   Beziehungen   eintreten,   in   welchen

die   3-=  9   Cosinuse,   welche   die   Transformation   orthogonaler   Coor-

dinatensysteme   vermitteln,   zu   einander   stellen.

Auf   diese   Gleichungen   gestützt   können   wie   jeden   Coefficienten

(Jik)   darstellen   als   eine   Function   der   wund   der   Wurzeln   s.   Wählen

wir   zu   diesem   Zwecke   aus   dem   Gleichungssysteme   (6),   nachdem

wir   darin   k   durch   r   ersetzt   haben,   eine   Gleichung,   welche   den   ge-
genannten Coefficienten  enthält   und  ertheilen   darauf   dem  r   alle

Werthe   von   1   bis   n,   so   ^verden   wir   nachstehende   Reihe   von   Glei-
chungen bekommen :

(ä:1)m,i   +   (^-2)   lu^   -\-   {kZ)   «3«   +   .   .   .   {kn)   uj   =   s,   u^^
(A:l)   «13+   (A-2)   lu'   +   (Ä-3)   u^^   ^   .   .   .   {kn)   ti„^   =   s^   ii^^
{k\)   «i3   4_   lk2)   H.J   +   (^3)   «33   -[-...   {kn)   w„3   =   s,   «,3   (20)

iki)   «,"   +   {k2)   u./   +   (^-3)   M3"   4-   •   •   •   (^^0   «C   =   's,,   «,"

Multipliciren   wir   jetzt   dieselben   in   der   Ordnung,   in   welcher   sie

angesetzt   wurden   mit   «,,i,   w,,3,   w,,3   .   ,   .   u^,"   und   addiren   sie   hierauf

je   eine   Vertical-Coliimne   zu   einem   Gliede   vereinigend,   so   gelangen
wir   zu   der   Gleichung:

(Ä-1)   (uyUfJ   +   Mi2«A=   ■   .   .   •   «."   K)   +   (k2)   (u,^   u,^   +   n.r~   ii,r   +

•   .   •   no"   «Ä)   +  (kh)   («J   ?/„!   +   «,2   ?/,2  n'l   n".)   +

(kn)   (ti\   n\   -\-   u\   n\   +  u"ji\)   =   Si   u\   u\,   +   s.,   u\ir;.-\-

«3   w3fc   u\   -jr   •   •   .   sjilu'k   (21)
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in   welcher   mit   Hülfe   der   Relationen   (18),   (19),   die   Factoren   aller

Coeffieienten   verschwinden,   mit   Ausnahtne   jenes   von   (/<   k),   welcher

der   positiven   Einheit   gleich   wird.

Der   genannte   Coefficient   zeigt   sich   daher   mittelst   der   Gleichung:

(hk)   =   si   ti,'   u,'   -f   s.,   /i,.2   if,3   -f   «3   Wa8   1^,3   _|_   .   .   .   s,   Ma"   <•   (22)

wie   verlangt   worden,   ausgedrückt   durch   die   u   und   die   Wurzeln   der

Eiiniinatiüiisgleichung.   Nehmen   wir   nun   in   (22)   h   gleich   k   und   legen

diesem   Stellenzeiger   nach   und   nach   die   Werthe   1,   2,   3   ,   .   .   w   bei,

so   bekommen   wir   eine   Reihe   von   Gleichungen

(11)   =   s,   (u\y   +   Sa   (u^y   +   s,   (ir^.y   +   ...«„   (^"0'
(22)   =   s,   (u^,y   +   s,   (ti%y   +   s,   (uKy   -j-  .  .   .s,.   (u\y
(33)   =   s,   (u^y   +   s,   {tr-sy   +   s,   (tr-.y   +   ...«„   (u\y

(23)

(rr)   =   s,   (:u\.y   +   So   (H\y   +   s,   (u^.y   +   .  .  .   «„x^^:)--

deren   Summe   sich,   wenn   man   Rücksicht   nimmt   auf   die   für   alle   Stel-

lenzeiger k  geltende  Relation  (18),  folgendermassen  einfacher  schrei-
ben lässt:

si   +   «2   +   «3   +   .   .   .   sn   =(11)   +   (22)   +   (33)   +   .   .   .   (nw)   (24)

und   so   eine   besondere   Abhängigkeit   der   Wurzeln   der   Eliminations-

gleichung von  den  Coeffieienten,  welche  einen  Stellenzeiger  doppelt

enthalten,   zu   erkennen   gibt.   Da   nun   solche   Coeffieienten   —   von   der

Form   (kkj   —   in   allen   Systemen   unbestimmter   Gleichungen   einen

entschiedenen   Vorzug   behaupten,   so   wird   es   nicht   überflüssig   sein

dieselben   auch   durch   einen   eigenen   Namen  ,   dem   der   Diagonal-

Coefficienten,   auszuzeichnen.   Der   aus   (24)   zu   ziehende   Lehrsatz   wird

dann   so   ausgesprochen   werden   können:   „Die   Summe   der   Wurzeln

der   Eliminationsgleichung   eines   symmetrischen   Systemes   unbestimm-

ter  linearer   Gleichungen   ist   gleich   der   Summe   seiner   Diagonal-

Coefficicnten."   Wir   werden   durch   denselben   auf   den   Weg   gewiesen,

die   Eliminationsgleichung   selbst   folgendermassen   darzustellen.

Wir   multipliciren    in    dem    als    allgemeines   Schema   dienenden

Systeme  :

(11)   Ui   4-   (12)   n.   +   (13)   n,   -^   .   .   .   {in)   «,.   =   s   «,
(21)   w,   -f   (22)   u^   -t-   (23)   Us   +   .   .   .   (2;0   «..   =   s   u.,
(31)   u,   -I-   (32)   n,   4-   (33)   n,    -'(-...   (3^)   «,.   =   s   u,     (25)

(wl)  M|    -j-  (w2)  Uo    +    (w3)  U3    -^    .   .   .    (jlll)  W„   ==   SMn
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die   einzelnen   Gleichungen   der   Ordnung   nach   mit   den   Coefficienten

der   ersten   Horizontalreihc.   also   die   erste   mit   (1  1),   die   zweite   mit(l2),

die   dritte   mit   (13)   und   so   fort,   worauf   wir   sie   alle   addiren.   Der
Theil   links   vom   Gleichheitszeichen   in   der   Summe   wird   dann   durch

ein   nach  den  «,   U2U3  •   -   •   w.,   homogenes   und  lineares   Polynom  gebildet
werden,   während   der   Theil   rechts   vom   Gleichheitszeichen

s   [(1  1)   u,   -f   (12)   N,   -I-   (13)   ,  .3   +   ...   (I   ^0   «„]

oder   gemäss   der   ersten   der   in   Gebrauch   gezogenen   Gleichtmgen   (23),

S  ̂ Hl

wird.   Dieselbe   Operation   aber   mit   den   Coefficienten   der   2""'

3'"".   .   .   «'""   Horizontalreihe   vorgenommen,   liefert   ebenso   Glei-
chungen,  in   welchen   die   links   vom   Gleichheitszeichen   stehenden

Theile   stets   nach   den   Ui  ,   Uo,   %   •   .   •   w„   homogene   und   lineare

Polynome   darstellen,   während   die   rechts   vom   Zeichen   stehenden

der   Reihe   nach   gleich

gefunden   werden.   Alle   auf   diese   Weise   erhaltenen   Gleichungen

bilden   zusammen   ein   neues,   dem   (25)   ähnliches   System,   welchem

offenbar   dieselben   Auflösungen   der   w,,   m,»   ^'s»   •   •   •   w,,   und   dieselben

Wurzeln   s   zukommen,   da   es   aus   dem   gegebenen   blos   durch   Com-

bination   seiner   Gleichungen   ohneZuzieliung   fremder   abgeleitet   wurde

—  wir   wollen   es,   entsprechend   der   in   ihm   vorkommenden   zweiten   Potenz

von   s,   das   System   zweiter   Ordnung   nennen.   Dieses   so   eben   beschrie-

bene Verfahren  aus  dem  ursprünglichen  Systeme  oder  dem  der  ersten

Ordnung   das   derzweiten   abzuleiten,   könnenwir   aber   auf   letzteres   selbst

wieder   anwenden   und   so,   mit   Beibehaltung   obiger   Bezeichnungsweise,

zu   einem   Systeme   dritter   Ordnung   gelangen   —   einfach   dadurch,   dass

wir   die   einzelnen   Gleichungen   des   Systemes   zweiter   Ordnung   nach

und   nach   mit   den   entsprechenden   Gliedern   der   ersten,   zweiten,

dritten   .   .   .   bis   ;<""   Horizontalreihe   der   Coefficienten   des   Systemes

erster   Ordnung   multipliciren   und   jedesmal   addiren.   Wir   können

ferner   von   dem   Systeme   dritter   Ordnung   in   gleicher   Weise   zu   einem

dervierten   fortschreiten,   von   diesem   zu   einem   der   fünften   u.   s.   w.,   kurz

wir   können   uns   durch   wiederholte   Anwendung   desselben   Verfahrens

Gleichungssysteme   von   beliebig   hoher   Ordnungszahl   verschaffen,

welchen   übrigens   allen   aus   eben   den   für   das   System   zweiter   Ordnung
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angeführten   Gründen   eine   Identität   mit   dem   ursprünglich   gegebenen
zukommt,   wenn   sie   auch   mit   stets   anderen   und   anderen   Coefficienten

liehaftet   erscheinen.

Die   Coefficienten   aller   Systeme   von   der   Ordnung   1   bis   n   zusam-
mengenommen sind  nun  die  Elemente,  aus  denen  sich  sowohl  die

Aullösungen   der   ?<i   ii^   u^   .   .  .   ?<„,   als   die   Coefficienten   der   Eliminations-
gleichung in  s  sich  formen.

Das   Bildungsgesetz   der   neuen   Coefficienten   anzugeben   und   den

Beweis   zu   führen,   dass   alle   Systeme   höherer   Ordnung   abermals

symmetrische   seien,   ist   es,   was   uns   zunächst   obliegt.
Unterscheiden   wir   die   Coefficienten   höherer   Systeme   dadurch,

dass   wir   den   anfänglich   gegebenen   ihre   Ordnungszahl   rechts   unten

als   Index   beifügen,   so   können   wir   das   System   r'"   Ordnung   also
schreiben  :

(11),   u,   +   (12),   Uz   +   (13).   W3   4-   .   .   .   (lyOr   «„   =   s'wi

(21),   u,   +   (22),   «3   +   (23),   «3   +   .   .   .   (2/Or   u,   -   «^«2

(31),   u,   +   (32),   n.   +   (33),   «3   +   .   .   .   (3w),   «„   =   s'Ws    (26)

(wl),   «1   -j-   (^^2),   «3   -|-   {iiV),   W3   +   •   •   •   (ww),   «<„   =   s,^<n

Aus   demselben   bilden   wir   dem   Vorhergehenden   gemäss   die   k^"

Gleichung   des   (r   +   l)*'""   Systemes   durch   Multiplication   der   Glei-

chungen (26)  der  Reihe  nach  mit

(Äl),   {k%),   {kVi   .   .   .   (ku).

Es   entsteht   demnach   der   Coefficient   von   n,,   in   der   /:*""   Gleichung

des   (?•-[-   1^"")   Systemes,   wenn   man   die   Terme   der   ä*'"   Verticalreihe

aus   (26)
(i/0„(2/o„(3/o..   ...o^/o.

mit   den   correspondirenden   der   Reihe

(ki),   (k2),   (A3)   .   .   .   (A-w)

multiplicirt   und   alle   Producta   zu   einer   Summe   vereiniget.   Da   aber

der   genannte   Coefficient   durch   (kh),+i   bezeichnet   werden   soll,   so   hat
man   ofieiibar

{khU   --(l/0.(^-l)+(2/0r(^-2)+(3/0.(A-3)+   .   .   .   (W0,(Äv^)(27)
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als   allgemeines   Bildutigsgesetz   sämmtlichen   Coefticienteii.   Es   bleibt

noch   dieSymnieli-ie   der   neu   entstandenen   Coeffieienten   oder   was   das

selbe   die   Gleichung  :

(kh),   ,=(/,/:  U   (28)

zu   bew   eisen   übrig.   Aus   (27)   lässt   sich   aber   zeigen,   dass   die   Coeffi-

cienten   der   (r+   l)"""   Ordnung   symmetrisch   sind,   sobald   dies   nur   bei

denen   der   r"^"   und   (r  —   l)'*""   der   Fall   ist.   Schreibt   man   nämlich   die

Gleichung   (27)   so:

und   bemerkt,   dass   nach   demselben   Bildungsgesetze

und   wegen   der   vorausgesetzten   Symmetrie   der   Coefficienten   r*"  Ord-
nung auch

(«Ä)..   =   S';|   (ß-^)-.   w)]ß   (30)

sei,   so   gelangt   man   leicht   durch   Substitution   der   Gleichung   (30)

in   die   (29)   zu

ifch)    =   S;'S;'|   (i3a),._.   (ka)   (Aj3)}^^   (31)

einem   Ausdrucke,   welcher   der   gleichfalls   vorausgesetzten   Symmetrie

von   (/3a)r_,   zu   Folge   auch   die   von   (^kli)^i   beweist,   da   in   (31)

sowohl   die   Summation   nach   dem   Stellenzeiger   a   als   die   nach   ß   sich

auf   alle   ganzen   Zahlen   von   1   bis   w   zu   erstrecken   hat.

Die   Coefficienten   erster   Ordnung   (A'Ä)i   gleichbedeutend   mit(^/t)

sind   aber   symmetrisch,   ebenso   die   zweiter   Ordnung,   wie   aus   ihrem

Bildungsgesetze  :

(kh).   ==   (lÄ)   (ki)-}-(2Ii)   (^•2+(3//)   (Ä-3)   +   .   .   .   (nh)   (kt/')

das   man   aus   (27)   erhäH,   darin   r^^   l   setzend,   ersichtlich   ist;   es   sind

also   nach   dem   so   eben   bewiesenen   Satze   auch   die   der   dritten   Ordnung

symmetrisch,   ferner   die   der   vierten,   weil   es   die   der   zweiten   und   dritten

sind   u.   s.   w.   Man   schliesst   daraus,   dass   alle   Systeme   höherer

Ordnungen   die   Eigenschaft   der   Symmetrie   —   wie   wohl   zu   vermuthen

war   —   besitzen.   Dies   berechtiget   uns,   jene   aus   Gleichung   (21)

gezogene   Folgerung   anzuwenden   auf   alle   Systeme   wie   (26)   von

beliebiger   Ordnungszahl   r,   wodurch   wir,   in   der   Eliminationsgleichung

eines   jeden   derselben   die   zugeiiörige   s''   als   Unbekannte   ansehend,

Sitzb.   d.   mathem.-naturw.   CI.   XU.   Bd.   V.   Hft.   62
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oüenbar   zur   Kenntniss   der   Summe   der   Auflösungen   für   letztere   Grösse

gelangen   —   eine   solche   Summe   nämlich   wird   sieh   darnach   stets

gleichlinden   der   Summe   der   helrotVendon   Diagünal-Coeflicienten.

Alle   höheren   Systeme   sind   aber,   wie   schon   einmal   gezeigt

worden,   mit   dem   ursprünglich   gegehencn   derart   iiboreinstinunond,

dass   alle   ihre   Eliminationsglcichungen   erfüllt   werden   durch   die

Wurzeins,   welche   der   Eliminationsgleichung   eben   dieses   Systemes

Genüge   leisten;   die   oben   erwähnten   Summen   sind   daher   nichts

anderes   als   die   Summen   der   respective   zweiten  ,   dritten   .   .   .   r**"
Potenzen   der   Wurzeln   s.   Bezeichnen   wir   also   diese   mit

Si,   s,,   s,  .  .  .   s

so   ei'gibt   sich   uns   folgende   für   alle   Stellcnzeigcr   r   gültige   Gleichung:

S,   =   (li),+   (22),   +   Oi3),   +   .   .   .   (nu),   (32)

Ihr   Bestand   sowohl   als   auch   die   Symmetrie   der   Coefficienten

sämmlliclier   abgeleiteter   Systeme   lässt   sich   noch   auf   einem   anderen

Wege   als   den   bisher   genoujmenen   erweisen,   und   zwar   durch   Darstel-

lung  jener   Coefficienten   als   Functionen   der   u   und   der   Wurzeln   s,   die

wir   schon   ihrer   späteren   Verwendung   halber   hier   vornehmen   müssen.

W^ir   wählen   dazu   aus   dem   Systeme   (26),   dieses   auf   die   Wurzel   Sg

bezogen,   eine   Gleichung   etwa   die   A:'"   aus,   und   ertheilen   darauf   dem

Stellenzeigers   alle   Werthe   von   1   bis   ;<.   Die   so   erhaltenen   Gleichungen   :

(A-l),   n\   +   (A-2),.   uK   -f   (^3)..   u\   +   .   .   .   (ku)..   uK,   =   s'\   n\

(k\  ),   H\   4-   (A-2),   u\   -\-   (Ä-3),.   u\   +   .   .   .   (kn),.   u\   =   s".   u\

(A-J),,   u\   +   (/f2),   uK   +   (/>;3),   iiS   +   •   •   .   {kn),.   u\   =   s'\   u\   (33)

(hl),   u\   +   (A-2)..   u\   +   (X-3),.   «"3   +   .   .   .   (kn),.   u\   =   s\   <

unterwerfen   wir   einer   Mulliplication   der   Beihe   nach   mit   den   Grössen

w,,S   W|,2,   «,,3   .   .   .   w,"   und   nachherigen   Addition.   In   der   Smnme   ver-

schwinden dann  zu  Folge  der  Relationen  (18)  und  (19)  sämmtliche

links   vom   Gleichheitszeichen   stehende   Polynome   der   11,   ausgenommen

das   mit   (A//)^   multiplicirte  ,   welches   der   Einheit   gleich   wird.   Sie

selbst   liefert   daher   bereits   die   beabsichtigte   Darstellung   der   Coeffi-

cienten jedes  Systemes  von  beliebiger  Ordnung  r  unter  der  Form :

ihk),-=Si'  Uu^  «1.^ +  ."?■.'■  Wu-  fitr  +  Ss'  ih^  w,.3-f  .   .   .   s^-"  ?C  Wh"  (34).
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Aus   (lieser   Gleiclning   ist   zuvörderst   wieder   die   Symmetrie   der

Coeffieienteii   (//   k),   als   ihres   linken   'J'hoiles   ersichtlich,   denn   es   er-

leidet  ja   ihr   rechter   Theil   keine   V'eränderung   durch   eine   Vertau-

schung der   Stellenzeiger   k   und  h   in   ihm,   weiterhin  aher   auch  der

Bestand   der   Gleichung   (32).   Setzt   man   nämlich   in   der   (34)   h=k

und   nimmt   alsdann   mit   ihr   eine   Summiition   nach   dem   Stellenzeiger   k
von   1   his   11   vor,   so   erhält   man,   da   in   der   Summe   alle   Potenzen   der«

mit   Polynomen   wie

multiplicirt   erscheinen,   diese   aber   nach   (12)   sämmtlich   der   Einheit

gleich   sind,   als   solche   nachstehende   Gleichung  :

S/+6V   +   V+   .   .   .   .s;   =   (lI).+(22),H-(33),   +   .   .   .   (//w),(3ö)

die   mit   der   unter   (32)   angeführten   genau   übereinstimmt.

Was   nun   die   Eliminationsgleichung   in   .s   anlangt,   so   ist   der   zu

ihrer   Bildung   einzuschlagende   Gang   der   Rechnung   durch   die   bisher

gewonnenen   Formeln   bereits   vorgezeichnet   und   zwar   folgender:   Man

berechnet   aus   den   CoefHcienten   des   gegebenen   Systemes   die   allen

höheren   Systemen   von   der   zw   eiten   bis   einschliesslich   w'*"   Ordnung

angehörenden,   nachdem   für   alle   Ordnungszahlen   /-geltenden   Bildungs-

gesetze :

{hk),   ,    =   (Äl),.   (A-1)   \-   {1i%)..   (k2)   +   (A3),.   (^-3)   +   .   (hn)..   (kn)

=   (Äl).   (/d)   +   (^-2),.   (Ä2)   +   (A-3),.   (A3)   +   .   (AvO..   (Ä«)

namentlich   aber   sämmtliche   Diagonal-Coefficienten.   Die   Werthe   dieser

letzteren   suhstituirt   man   in   die   aus   (32)   dadurch,   das   man   darin   für

den   Stellenzeiger   r   der   Reihe   nach   die   Zahlen   I,   2,   3   ...   w   setzt,

hervorgehenden   Gleichungen

St   ==   (11).   +(22),   4-   (33),   -f   ...(n?i),

S^   =   (11).   +   (22),   +   (33),   -f   .   .   .   (nii),

Ss   ^   (11),   +   (22)3   +   (33),   -f   .   .   .   (hn),   (37)

S„   =   (11),.   +   (22),.   +   (33),.   +   .   .   .   (nnX

wodurch   man   zur   Kenntniss   der   Grössen   i9,  ,   iS',,   S,   .   •   ■   S,,   gelangt.
Da   uuor   diese   Grössen   S   mit   den   Coefficienten   der   in   entwickelter

Form   aufgeschriebenen   Eliminationsgleichung:

F   (s)   =   S-"   +   s-"-'   At   +   .V"--   A,   -\-   ..   sA.._,   -I-   .^„   =   0        (38)
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bekanntlich   durch   folgende   Relationen

Ai-\-S,=o,   2   A   +   ^i   S,-\-S.   =   o,

3   A,-\-A,   Si-\-Ai   S,   +   S,=o   .   .   .   (39)

verbunden   sind,   so   hat   man   nur   mehr   ihre   Werthe   einzutragen   in

die   Gleichungen   (39)   und   diese   dann   nach   den   At^   A^   .   .   .   A„   auf-

zulösen, um  so  Alles  zu  besitzen  behufs  der  Darstellung  der  Elimina-

tionsgleichung   (38)   in   Zahlen   und   dcM*   Berechnung   ihrer   Wurzeln.

Um   nun   letzteres   Geschäft   in   jedem   speciellen   Falle   zu   erleich-

tern, vorzüglich  aber  um  gewisse  Regeln  zu  gewinnen,  nach  denen  aus

dem   unmittelbaren   Anblick   eines   vorgelegten   Gloichungssystemes   die

seiner   Eliminationsgleichung   entsprechenden   Wurzeln   in   voraus

beurtheilt   werden   könnten,   stellen   wir   es   uns   zur   nächsten   Aufgabe,
das   Verhalten   solcher   Wurzeln   hinsichtlich   ihres   Vorzeichens   und

numerischen   Werthes   zu   untersuchen.   In   dieser   Absicht   wenden   wir

uns   an   die   unter   (34)   angeführte   Gleichung,   in   derselben   h   =   k

gesetzt,   also   an   folgende:

{kk),.=   s\   {u\y   +   s\   {u\y   +   s'3   {u\y   +   .     .   s;;   «)~     (40)

und   theilen   alle   jene,   welche   der   Form   nach   mit   ihr   übereinstimmen,

in   zwei   Gattungen,   deren   eine   nur   solche   enthält,   für   die   der   betref-

fende  Stellenzeiger   r   eine   ungerade   Zahl   ist,   während   die   andere

blos   Gleichungen   mit   geraden   Stellenzeigern   in   sich   begreift.

Letztere   nun,   mit   denen   wir   uns   zuerst   beschäftigen   wollen,

können,   unter   r   eine   ganze,   sonst   aber   willkürliche   Zahl   verstanden,

so   geschrieben   werden:

(u-)...=   s'\   {u\y^   -f   s%   {u\y~   ^s'\{u\y^   .   .   sixu,")'^   (4i)

Sie   geben   bezüglich   der   Wurzeln   s   zu   erkennen,   dass   unter
diesen   erstens   solche   vorkommen   müssen,   deren   numerischer   Werth

den  von

V     ikk),r

übersteigt,   dann   aber   auch   solche,   deren   numerischer   Werth   von   dem
eben   dieser   Grösse   übertrotfen   wird.   In   der   That   fände   ersteres   nicht

Statt,   das   heisst   wären   —   abgesehen   von   dem   Falle   einer   Gleichheit
sämmtliclier   Wurzeln   —   alle   kleiner   als   die   erwähnte   Grösse,   so

müsste   auch   der   rechte   Theil   der   Gleichung   (41)   kleiner   sein   als:
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oder   zu   Folge   der   Relationen   (18)   auch   kleiner   als

was   nicht   sein   kann,   da   er   ja   ehen   dieser   Grösse   gleich   sein   soll.

Ganz   auf   dieselbe   Weise   überzeugt   man   sich   von   der   Unzulässigkeit

der   Voraussetzung,   alle   Wurzeln   wären   numerisch   grösser   als:
2r_

vm;7

Was   aber   jenen   Ausnahmsfall   betrifft,   alle   Wurzeln   besässen,

höchstens   dem   Zeichen   nach   verschieden,   einen   gemeinschaftlichen

numerischen   Werth,   so   ist   jetzt   schon   so   viel   klar,   dass   dieser   gemäss

der   Gleichung   (41)   und   Relation   (18)   dem   von

gleich   kommen   müsse   —   doch   werden   wir   später   noch   ausführlicher

auf   ihn   zurückkommen.   Das   Gesagte   gilt   natürlich   für   alle   Ordnungs-

zahlen  2r   und  alle   Stellenzeiger   k.   Sind   demnach  M,   N,   die   grösste
und   kleinste   aller   Zahlen,   die   man   erhält   in

sow   ohl   r   als   k   auf   alle   mögliche   Weise   verändernd,   oder   doch   solche,

die   innerhalb   der   Grenzen   der   letzteren   liegend   denselben   beziehungs-

weise  möglichst   nahe   kommen,   so   gibt   es   unter   den   Wurzeln   der

Eliminationsgleichuiig   in   s   erstens   solche,   deren   numerischer   Werth
zwischen

c  und  N

zweitens   aber   solche,   deren   numerischer   Werth   zwischen

Mund   oo

liegt.     Eine    genauere   Restimmung   der   Grössen   M   und   N   uns   noch
vorbehaltend,   versuchen   wir   auch   eine   oberste   Grenze,   die   kleiner   ist

als   oo,   für   die   numerischen   Werthe   der   Wurzeln   zu   ermitteln.

Aus   den   Gleichungen   von   der   Form  :

Szr   =   s^'i   +   s\   -f-   s-'s   -f   .     .     .   sf;"

erhellt   zuvörderst,   dass,   da   wegen   der   nachgewiesenen   Realität   sämmt-
licher   Wurzeln   alle   einzelnen   Glieder   ihrer   rechts   vom   Gleichheits-

zeichen stehenden  Theile   positiv   sind,   jedes   derselben  für   sich   klei-
ner  sein   müsse,    als     der     betreffende    links    vom   Zeichen   stehende
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Theil,   dass   also   keine   der   Wurzeln   numerisch   grösser   sein   könne
als:

V   s,,

und   dies   gilt   wieder   für   alle   positiven   Stellenzeiger   r.

Bezeichnet   man   nun   mit   p,   den   grössten   aller   Coefficienten   im

Systeme   r'"   Ordnung   ohne   Rücksicht   auf   das   Zeichen   und   mit   P

die   grösste   der   Summen  :

±(M)   ±   (A-2)   +   (Ä-3)   ±    ....    (kn)

die   man   durch   schickliche   Wahl   von   k   und   des   Vorzeichens   eines

jeden   Gliedes   erreichen   kann,   so   schliessen   wir   aus   dem   allgemeinen

Bildungsgesetze   der   Coefficienten   höherer   Ordnungen

ihk)r^,   =   iU)X^\)   +   (2h),ik2)   -f   (3/0,.   (A-3)   +   .   .   .   (nh)Xkn)

dass   der   numerische   Werth   eines   jeden   Coefficienten   im   (r-f   1)'""

Systeme   kleiner   sei   als

dass   man   also   auch   hahen   werde

/>,-.    <   IK   P   (42)

Eine   Verbindung   aller   aus   (42)   dadurch   hervorgehenden

Bedingungen,   dass   man   darin   statt   r   der   Reihe   nach   die   natürlichen

Zahlen   von   1   bis   r  —  1   setzt,   ergibt   aber:

pr   <    p   P-'

eine   Relation,   aus   welcher   sich,   zu   Folge   der   Voraussetzung,   />,   sei

der   grösste   im   Systeme   r'"   Ordnung   vorkonuiiende   Coefficient   und

mit   Rücksicht   darauf,   dass   die   Diagonal-Coefficienten   aller   Systeme

gerader   Ordnung   schon   ihrer   Form   nach   stets   positiv   sein   müssen,

wie   ein   Blick   auf   die   Gleichung   (41)   lehrt,   noch   nachstehende   zwei
neue,   nämlich:

(kk),..   <    p   P--'
und

(11),   -f   (ri),.   -h   (3;]),.   +   .    .    .    .   {u,o..   <   np   r-.— 1

gültig   für   alle   Ordnungszahlen   r   und   Stellenzeiger   k,   ableiten   lassen.

Letztere,   die   mit   Hülfe   der   Gleichung   (32)   auch   so   geschrieben   wer-
den kann

So..    <    np   P''-'
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zeigt,   mit   dem   oben   Gesagten   verbunden,   dass   keine   unter   den   Wur-
zeln  der   EliminationsgUncbung   grösser   sein   kann   als  :

np
P~

Da   aber     dieser    Grenzuertb   für    beliebig   grosse   r   Statt   bat,

weder   ji   noch  />   und   jP   das   r   enthaltoii,   mit   diesem   also   auch   nicht

wachsen   können,   ferner   P   seiner   Definition   nach   kleiner   als   ii   p   oder

diesem   höchstens   gleich   ist   und   demgemäss   A/  "^   sich   seinem   klein-

sten  Werthe   der   Einheit   um   so   mehr   nähert,   je   grösser   r   angenom-
men  wird,   so   ist   klar,   dass   keine   Wurzel   numerisch   den   Werth   von

P   (43)

zu   übersteigen   vermag;   und   dies   ist   die   engste   Grenze,   welche   wir

für   die   Wurzeln   s,   ohne   den   Coefficienten   specielle   Werthe   beizulegen,

finden   konnten.   Versucht   man   auf   ähnlichem   Wege   extreme   Werthe

für   A^   und   M  /AI   finden,   so   gelingt   dies   im   Aligemeinen   nur   für   erstere

Grösse   —   für   letztere   nämlich   nur   unter   der   Voraussetzung,   sämmt-

liche   Coeflicienfen   seien   positiv   —   und   man   überzeugt   sich   ferner

leicht,   dass   die   derart   ermittelten   stets   noch   innerhalb   jener   liegen,

welche   der   alleinige   Gebrauch   des   Systems   zweiter   Ordnung   zu   ihrer

Bestimmung   ergeben   würde.   Die   tauglichsten   derselben   Averden   dem-

nach hervorgehen  aus  den  Gleichungen :

jY.   =   (M).   +   (k2y   +   (ksy   -I-   .   .   .   (kuy
M^   =   (A-1)'   +   (k2y-   +   (k^y   +   .    .    .   (kny        ^^^^

in   der   ersteren   den   Stellenzeiger   k   so   gewählt,   dass   ihr   rechter   Theil

möglichst   klein,   in   der   letzteren   aber   so,   dass   er   möglichst   gross

werde.   Unter   den   Wurzeln   der   Eliminationsgleiehung   in   s   wird   sich

also   mindestens   eine   befinden   müssen,   die,   abgesehen   vom   Zeichen

zwischen   der   Nulle   und   der   Quadratwurzel,   aus   dem   kleinsten   der

Diagonal-Coefficienten   zweiter   Ordnung   liegt,   ferner   gleichfalls   min-

destens eine  liegend  zwischen  der  Quadratwurzel   aus  dem  grössten

der   Diagonal-Coefficienten   zweiter   Ordnung   und   dem   grössten   unter

den   Summen   der   numerischen   Werthe   aller   je   einer   Horizontal-   oder

Verticalreilie   angehörenden   Coefficienten,   es   wird   deren   aber   endlich

keine   geben,   welche   den   Werth   der   letztgenannten   Grösse   übersteigt.

Gehen   wir   jetzt   über   zur   zweiten   der   oben   unterschiedenen

Arten   von   Gleichungen,   nämlich   zu   Gleichungen   von   der   Form:

(kk),,.  .   =   sr'   in\y-\-   «r'   iu\y-\-   «r*   iu\y   +  .  .  .   .r'   (niy
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SO   dringt   sich   zuerst   die   Bemerkung   auf,   iiire   rechts   vom   Gleichheits-

zeichen  stehenden   Tlieik'   könnten,   da   alle   Wurzeln   s   und   folglich

auch   alle   u   reell,   deren   Quadrate   daher   allemal   positiv   sind,   nur   dann

der   Nulle   gleich   oder   negativ   werden,   wenn   wenigstens   eine   der

Wurzeln   s   eine   negative   ist.   Es   folgt   daraus,   dass   die   Eliminations-

gleicliung   in   s   Wurzeln   von   ungleichen   Zeichen   besitzen   müsse,

sobald   es   unter   den   Diagonal-Coeflicienten   ungerader   Ordnung   der

Nulle   gleiche   oder   an   Zeichen   verschiedene   gibt.   Man   wird   also   einem

vorgelegten   synnuelrischen   Systeme   sogleich   ansehen   ob   man   über-

haupt  holTen   dürfe,   in   der   Eliminalionsgleichung   lauter   positive   oder

negative   Wurzeln   zu   linden   —   ersteros,   wenn   alle   Coeflicienten

(A-A-)   positiv,   letzteres,   wenn   sie   negativ   sind.   Eine   Gewissheit   aber

erlangt   man   dadurch   keineswegs,   denn   einerseits   bedingt   ein   durch-

gehends   gemeinschaftliches   Zeichen   sümmtlicher   Diagonal-Coefficien-

ten   ungerader   Ordmmg   noch   nicht   ein   ähnliches   Verhalten   der   Wur-

zeln,  anderseits   könnten   ja   wohl   einige   unter   den   genannten   Coeffi-

cienten   höherer   Ordnung   an   Zeichen   verschieden   ausfallen   —   ein

Umstand,   von   dessen   Nichteintreten   man,   mit   Rücksicht   auf   das   Bil-

dungsgesetz höherer  Coeflicienten  nur  dann  überzeugt  ist,  wenn  das

Gleichungssystem   erster   Ordnung   entweder   lauter   Coeflicienten   von
einerlei   Zeichen   besitzt   oder   doch   sich   auf   ein   solches   zurückführen

lässt,   dem   diese   Eigenscliaft   zukömmt.   Dies   findet   z.   B.   Statt,   wenn

das   Zeichen   der   ursprünglich   gegebeneu   Coeflicienten   {hk}   bestimmt
ist   durch

-I-   (  \yVO-\-<f(k)

unter   f   eine   Function   verstanden,   derart,   dass   (p   (Je)   für   alle   Stellen-

zciger   k   eine   ganze   Zahl   werde.   Lässt   man   nämlich   für   einen   Augen-

blick  (Ä   k}   blos   den   numerischen   Werth   der   Coeflicienten   bedeuten,
so   dass   sie   selbst   durch

+    (_1)9(A)-f<f(/')    (/ik)

ausgedrückt   werden   müssen   und   führt   dann   im   Gleichungssysteme   (1)
mittelst   der   Substitutionen

^^'n   =   .f'.   (-1)'^("^   (48)

die   neuen   Grössen   .v'   ein,   wodurch   oHenbar   die   Wurzeln   s   in   keiner

Weise     berührt   werden,    so   gelangt   man    zu   einem   transformirten,
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dessen   Gleichungen,   deren   eine   etwa   die   Ä:'"   nach   Multiplication

mit   (  —   !)'?(*)   folgendermassen   geschrieben   werden   kann   :

+     [(U-)    .r',     (_1)2'r(l)+2'f(«r)     _[_     (2k)    x',     (—iyfC-)   +   M'')     -f
l?lk)   X„    (—  l)2rr")   +   2?(Ar)]     =   sx\   (—  1)2?(*)   (49)

da   der   Voraussetzung   nach   f   {k)   stets   eine   ganze   Zahl   ist,   Coef-

ficienten   von   durchgehends   positiven   oder   negativen   Zeichen   besitzen,

je   nachdem   in   (46)   das   obere   oder   das   untere   der   vor   der   Potenz
von   —  1   stehenden   Zeichen   zu   gelten   hat.   Es   kann   hier   gelegent-

lich  bemerkt   werden  ,   dass   einem   synunotrischen   Systeme   von   Glei-

chungen wie  (1)  selbst  dann  noch  lauter  reelle  Wurzeln  s  entspre-

chen,  wenn   einige   seiner   Coefficienten   nach   bestimmten   Gesetzen

rein   imaginär   werden.   In   der   That   behält   man   die   durch   die   Formel

(47)   angezeigte   Ausdrucksweise   für   die   Coefticienten   und   die   Sub-

stitutionen (48)  für  die  Unbekannten  bei,  mit  dem  einzigen  Unter-

schiede,  'f   {h)   solle  nicht   mehr  für  alle   Stellenzeiger  k   eine  ganze
Zahl   werden,   sondern   ein   Bruch   mit   dem   Nenner   2   und   einer   belie-

bigen ganzen  Zahl   als   Zähler,   so   tragen  einerseits   gewisse  unter   den

durch   die   Formel   (47)   bestimmten   Coefficienten   des   gegebenen
Systemes   Y  —  1   als   Factor   bei   sich,   während   andererseits   sämmtliche

Gleichungen   des   transformirten   Systemes   wieder   eine   Form   bekonmien,

gleich   der   (49)   und   daher   zu   Folge   der   angenommenen   BeschatTen-

heit   der   Function   'f   lediglich   reelle   und   zwar   symmetrische   Coefficien-

ten  besitzen,   also   auch   in   der   ihnen   entsprechenden   Eliminations-

gleichung lediglich  reelle  Wurzeln  zulassen.

Aus   der   Gleichung   (49)   geht   aber   ferner   deutlich   hervor,   dass

einem   Systeme   von   Gleichungen,   in   welchem   der   Zeichenwechsel

der   Coefficienten   durch   irgend   einen   Ausdruck   Avie   (46)   bestimmt   ist,

dieselben   Wurzeln   .9   angehören,   die   ein   mit   den   Coefficienten   +

(hk),   darunter   den   gemeinschaftlichen   numerischen   Werth   der   Coef-

ficienten  beider   Systeme   verstanden,   behaftetes   besitzt;   dass   also

namentlich   die   dem   ersteren   Systeme   entsprechenden   Wurzeln   von

durchgehends   gleichen   Zeichen   sein   müssen  ,   wenn   es   die   des   zwei-

ten sind  und  umgekehrt.
Dieser   Umstand   Hess   uns   vermuthen,   es   möchten   sich,   ohne   Rück-

sicht  auf   die   Zeichen   der   Coefficienten   lediglich   die   numerischen

Werthe   derselben   betreffende   Bedingungen   angeben   lassen,   deren

Erfüllung   hinreicht,    das    Vorkommen   durchgehends    positiver   oder
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negativer   Wurzeln   in   der   Eliminationsgleichung   zu   bedingen.   Es
finden   sich   solche   nun   wirklich   und   zwar   in   einem   gewissen   Über-

wiegen von  Seite  der  Diagonal-Coefficienten:

Setzen   wir,   um   dies   in   Bezug   auf   positive   Wurzeln   nachzuwei-

sen,  in   dem   Gleichungssysteme   (1)   r-\-<y   statt   s   unter   r   eine   posi-

tive  übrigens   willkürliche   Grösse   verstanden,   die   wir   nach   ausge-

führter  Substitution   auf   die   linke   Seite   der   Gleichungen  in   die   Dia-
gonal-Coefficienten schalfen  und  sehen  dann  a  als  die  neue  Unbe-

kannte  der   Eliminationsgleichuug   an,   so   ist   klar,   dass   es   unter   den

Wurzeln   s   keine   negative   geben   könne,   wenn   abgesehen   vom   Zeichen

keine   der   Wurzeln   a   das   r   übersteigt.   Dies   wird,   mit   Rücksicht   auf

die   durch   (43)   gegebene   oberste   Grenze   für   die   numerischen   Werthe
der   Wurzeln,   dann   stattfinden,   wenn   keine   unter   den   Summen   der

numerischen   Werthe   aller   je   einer   Horizontal-   oder   Verticalreibe

angehörenden   Coefficienten   des   transformirten   Systemes   grösser   ist

als   r.   Bezeichnen   wir   also   für   irgend   eine   der   Gleichungen,   etwa   die

/t'",   eine   solche   Summe   aller   ihrer   Coefficienten,   jedoch   mit   Ausschluss

der   diagonalen   mit   [/<A],   derart,   dass   dieses   Symbol   die   Grösse   r

nicht   enthält,   so   werden   dje   gesuchten   Bedingungen   offenbar   folgende
sein :

(99)   -   r   +   [gg]   <   =   r   (SO)
und

r—   (kk)   +    [M]   <   =   r   (51)

erstere   hervorgehend   aus   jenen   Gleichungen,   deren   Diagonal-Coeffi-

cienten vor  der  angezeigten  Substitution  gleich  oder  grösser,  letztere

aber   aus   jenen   ,   in   welcher   eben   diese   Grössen   gleich   oder   kleiner
waren   als   r.   Da   sich   aber   die   einen   so   schreiben   lassen

(99)-  >   [99]+^  (99)  -^r   (52)

während   die   anderen   auf   die   Relationen

ikk)^>[kk]   (53)

führen,   so   ist   klar,   dass,   weil   diese   das   r   nicht   mehr   enthalten,   jene

aber   nur   für   (gg)   =   >   r   bestehen,   zu   ihrer   Erfüllung   um   so   kleinere

^^'erlhe   der   Diagonal-Coefficienten   hinreichen,   je   grösser   r   ange-
nommen wird.  Lassen  wir  daher  dieses  an  Grösse  sänuntliche  Dia-

gonal-Coefficienten übersteigen,  so  reduciren  sich  uns  die  zu  erfül-

lenden Bedingungen  auf  die  einzige  für  alle  Stellenzeiger  k  gültige:

(kk)=>[kk}   (54)
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Es   erhellt   daraus,   die   Eliminationsgleiehiing   in   s   müsse   Wurzeln

von   durchgehend   positiven   Zeichen   stels   dann   bieten,   wenn   jeder

unter   den   Diagonal-Coelficienten   gleich   oder   grösser   ist,   als   die
Summe   der   numerischen   Werthe   aller   mit   ihm   in   einer   Reihe

stehenden.

Auf   ähnlichem   Wege   gelangt   man   nach   Vertauschung   von   .s   mit

—   s   im   Gleichungssysteme   (1)   zu   den   Relationen

—   (kk)=>[kk]   (55)

als   Bedingungen   für   das   Vorkommen   lediglich   negativer   Wurzeln   —

Avir   übergehen   aber   der   Kürze   wegen   ihre   Ableitung   und   fügen   nur

bei,   dass   sie   übereinstimmend   mit   dem   oben   Gesagten   augenschein-

lich  für   sämmtliche   Diagonal-Coefficienten   das   negative   Vorzeichen

erheischen,   gleich   wie   die   (54)   für   eben   diese   Grösse   das   positive.
Wenn   nun   auch   ein   so   bedeutendes   ('berwiegen   an   numerischem

Werth   von   Seite   der   Diagonal-Coefticienten,   das   hier   als   hinreichend

nachgewiesen   wurde,   um   in   der   Eliminalionsgleichung   lauter   Wurzeln
von   einerlei   Zeichen   erscheinen   zu   lassen,   eben   nicht   überall   dazu

nothwendig   ist,   so   kaim   doch   andererseits   wieder   leicht   gezeigt

werden,   dass   die   genannten   Grössen   nicht   unter   bestimmte   Grenzen

sinken   dürfen,   ohne   gewiss   Veranlassung   zu   geben   zur   Entstehung

von   Wurzeln   mit   verschiedenen   Zeichen.   Führt   man   nämlich   in   (1)

statt   irgend   eines   Paares   der   Lnbekannten   .r   deren   Sunune   und   Diffe-
renz als  neue  Unbekannte  ein,  setzt  also  etwa :

^h=  (V ),  -\-  X 1^  ;  ii\  ^^  iV  I,     cc  ](

und   ordnet   dann   die   Gleichungen   derart,   dass   sie   mit   der   ursprüng-
lichen der    Form  nach    übereinstimmen,    so   finden  sich   unter    ihren

Diagonal-Coefficienten   namentlich   folgende   zwei  :

(M)   +   (M)   (kh)-Y{hk)
1  h   V^k)   ;   ^  {hk)

die   stets   von   ungleichen   Zeichen   sind,   sobald   der   numerische   Werth

von   (/tA-)   den   von   ^'   ^^  —  ='-  übertrifft,   —   womit   das   Gesagte   bewie-

sen   ist.   Die   Eliminationsgleichung   bietet   also   gewiss   Wurzeln   vdii
verschiedenen   Zeichen,   wenn   einer   der   Coefficienten   numerisch

grösser   ist,   als   die   halbe   Summe   jener   Diagonal-Coefficienten,   mit
denen   er   in   einer   Reihe   vorkömmt.

Es   ist   ferner   noch   möglich,   verschiedene   Paare   von   Grenzen,
innerhalb   welcher   einzelne   unter   den   Wurzeln   s   und   zwar   mit   Rück-
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sieht   auf   ihr   Zeichen   liegen   müssen,   anzugeben:   Nennen   wir   7'-\-cx.
undr  —  «ein   solches,   unter   r   und   cc   einstweilen   unbestimmte   Grössen

verstanden,   so   werden   wir,   um   die   Existenz   einer   Wurzel,   kleiner   als

r-f-a,   aber   grösser   als   r  —  oc,   sieher   zu   stellen,   nur   nöthig   haben   zu

beweisen,   die   Eliminatioiisgleichuiig   in   s   besitze   deren   mindestens
eine,   welche   den   Ausdruck:

oder   was   dasselbe   ist,   den

(7   =   s-   —   2rs-{-r"   —   a   (^ß)

zu   einem   negativen   macht.   Dies   geschieht   aber   folgendermassen:

Wir   subtrahiren   von   den   einzelnen   Gleichungen   des   Systemes

(20)   darin   den   Stellenzeiger   r^2   gesetzt,   also   von   denen   der   zwei-

ten  Ordnung   die   correspondirenden   der   ersten,   nachdem   wir   diese

vorher   mit   2r   multiplicirt   haben,   worauf   wir   zur   ersten   der   so   neu

entstellenden   beiderseits   w^   (r-  —  «-),   zur   z\\eiten   ii.,   {r~  —  a^)   kurz

allgemein   zur   A:""   u,^   (7-2  —  oc~)   addiren.   Das   in   beschriebener   Weise

erzeugte   combinirte   System   besitzt   nun   aber,   wie   leicht   zu   ersehen,

Diagonal-Coeflicienten   von   der   Form

(M)o—  2r   (M)   -I-   r2—  «2   (S7)

während   der   gemeinschaftliche   Factor   der   Unbekannten   u   in   den

rechts   vom   Zeichen   stehenden   Theilen   seiner   Gleichungen  ,   also   die

neue   Unbekannte   der   Eliminationsgleiehung   ofTenbar   eben   die   durch

den   Ausdruck   (S6)   definirte   Grösse   a   ist.   Lassen   wir   daher   a   bestimmt

sein   durch   folgende   Gleichung:

was   immer   zulässig   ist,   da   dem   Bildnngsgesetze   höherer   Coefficienten

gemäss   {kk).,   sich   stets   grösser   als   (A7«:)-   findet,   also   auch   der   in   (58)

unter   dem   Wurzelzeichen   stehende   Ausdruck   das   positive   Zeichen

für   ein   beliebiges   r   und   k   an   sich   trägt,   so   verschwindet   im   trans-

formirten   Systeme   einer   der   Diagonal-Coefficienten,   nämlich   der   (o7)   ;

die   Elimiiiationsgleichnng   in   7   liefert   dann   wie   wir   wissen   mindestens

eine   negative   und   eben   darum   die   in   s   auch   mindestens   eine,   nach

rmständen   positive   oder   negative   Wurzel,   aber   eingeschlossen   zwi-
schen den  Grenzen

/•   —   1   r-—2r   {kk)   +   (H-)a   (ö9)
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und

r   +   V   r'—  2r   {kk)   +   ikk%   (59  )

Um   jetzt   diese   möglichst   enge   zu   machen,   wählen   wir

r   =   (kk)

wodurch   sie   uns   übergehen   in   nachstehende

{kk)—Vikk),   —   ikky-   ;   (kk)-\-V   (kk),   —   {kky   (60)

und   sodann   mit   Rücksicht   auf   die   Zusammensetzung   der   Coefficienten

(kk)..   zu   dem   Selihissc   führen,   die   Eiiminationsgleichung   in   s   besitze
mindestens   eine   Wurzel   liegend   zwischen   der   Summe   und   der   Diffe-

renz  aus   je   einem   der   Diagonal-Coefficienten   und   der   Quadratwurzel

aus   der   Summe   der   Quadrate   aller   jener   Coeflicienten,   Mclche   mit
ihm   in   einer   Horizontal-   oder   Verticalreihe   vorkommen.

Solche   Grenzenpaare   wie   (60),   die   wir   kürzer   so   schreiben:

(M)   +   [M]3   (61)

erhalten   wir   nun   so   viele   als   es   Stellenzeiger   k,   oder   was   dasselbe   ist,

so   viele   als   es   der   Gleichungen   im   Systeme   (1)   gibt,   doch   werden   sie

nur   Hindeutungen   auf   so   viele   von   einander   verschiedene   Wurzeln

darbieten,   als   unter   ihnen   sich   gegenseitig   vollkommen   ausschlies-
sende   befinden,   was,   wie   ersichtlich,   allein   von   den   numerischen

Werthen   sämmtlicher   Coefficienten   abhängt.   Erwähnenswertli   ist   hier

der   Fall,   wo   die   Diagonal-Coefficienten   sich   in   eine   Reihenfolge   brin-
gen  lassen,   derart,   dass   stets   die   einem   derselben   coordinirte   untere

Grenze   grösser   ist   als   die   dem   in   der   Reihe   nächstfolgenden   zuge-

ordnete  obere   —   man   besitzt   dann   in   der   That   Hinweisungen   auf

71   differente   Wurzeln   der   Eliminationsgleiehung.

Von   weit   grösserem   Relange   als   vermöge   der   Erleichterung   des

Aufsuchens   der   Wurzeln,   welche   sie   nach   Obigen   gewähren,   werden

aber   diese   Grenzenpaare   dadurch  ,   dass   sie   in   vielen   Fällen   einen

Schluss   auf   die   Anzahl   der   in   der   Eliminationsgleichung   vorkom-

menden positiven  und  negativen  Wurzeln  gestatten.

Denken   wir   uns   nämlich   die   Eliminationsgleichung   allgemein

aufgelöst,   das   heisst   ihre   Wurzeln   in   die   Formen:

fi>     "Pi,     fs,     ■     ■     '     ■     fn

gebracht,   unter   den   (p   Functionen   der   Coefficienten   (ÄA-)   verstanden,

so   ist   zuvörderst   klar,   dass,   weil   jedes   der   Grenzenpaare   (61)   auf

eine   positive   oder   negative   Wurzel   hinweist,   je   nachdem   der   betref-
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fetule   niagonal-Coefficionl   {kk)   grösser   ist   als   [/ik^>   oder   kleiner   als

—   |A-A-]o,   sieh   unter   den   letzteren,   bezüglicli   eines   jeden   der   Diago-

nal-Coi'fticienten   (kk),   auch   mindestens   eine   Iielinden   müsse,   deren

Zeichen   lediglich   durch   schickliche   Wahl   eben   dieses   Coefficienten

und   ohne   Hücksicht   auf   die   Werthe   aller   ührigen,   heliehig   positiv   oder

negativ   festgesetzt   werden   kann.   Die   eben   erwähnte   Eigenschaft

kann   aber   offenbar   keiner   der   Functionen   ^   in   Bezug   auf   zwei   oder

mehrere   der   Diagonal-Coefiicienten   zukommen,   ferner   eben   darum

und   weil   ihre   Anzahl   gleich   der   ist   der   Diagonal-Coefiicienten,   auch

nicht   mehreren   unter   ihnen   in   Bezug   auf   einen   und   denselben.   Es   wird

daher   das   Zeichen   einer   jeden   dieser   Functionen   auch   nur   durch

schickliche   \¥ahl   je   eines   der   Diagonal-Coefiicienten   ausschliesslich

heslinunhar   sein.   Daraus   folgt   nun   aber,   es   müssten   nach   Substitu-

tion  der   Werthe   sämmtlicher   Coefficienten   in   die   Functionen   f   von

diesen,   oder   was   dasselbe   ist,   von   den   Wurzeln   der   Eliminationsglei-

chung  in   s   gewiss   so   viele   positiv   ausfallen,   als   im   ursprünglichen

Gleichungs-Sysleme   der   Belatiun

(kk)   -   >   [kk].,   (62)

hingegen   so   viele   negativ   als   der

(kk)^<—\kk],   (63

Genüge   leistende   Diagonal-Coefiicienten   vorkommen.   Man   wird   also

namentlich   auf   durchgehends   positive   oder   negative   Wurzeln   der

Eliminaliiinsgleichung   schliessen,   je   nachdem   sämmtliche   Diagonal-

Coefiicienten   die   Relation   (62)   oder   die   (63)   erfüllen,   und   nur   in   dem

Falle,   als   einige   von   ihnen   keiner   derselben   entsprechen   sollten,   über
das   Zeichen   eben   so   vieler   Wurzeln   in   Ungewissheit   bleiben.   Ver-

gleicht man  jetzt   die  unter  (ö4)   und  (5J>).   für  das  Vorkommen  von

Wurzeln   einerlei   Zeichens,   angegebenen   Bedingungen   mit   den   neuer-

lich  gefundenen,   so   fällt   dies   zu   Gunsten   der   letzteren   aus,   während

nämlich   erstere   von   Seite   jedes   Diagonal-Coefiicienten   ein   durch-
schnittliches Überwiegen  aller  in  einer  Reihe  neben  ihm  stehenden

Coefficienten   im   Verhältnisse   von   1   :   n  —  1   erheischen,   fordern   diese

nur   ein   solches   im   Verhältnisse   von   I   :   I   n  —  1.

Iiisher   haben   wir   nur   einzelne,   das   >   erhalten   der   Coefficienten

unter   einander   betrelVende   Bedingungen   ermittelt,   deren   Erfüllung

zur   Entscheidung,   ob   die   Eliminafionsgleichung   lauter   Wurzeln   von
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einerlei   Zeichen  durbictoii   verde,   allein   nutlnvendig   oder   hinreiciiend
war   —   solche   nun   :mf/jistelleu  ,   denen   diese   heideii   Chiuaklere

zugleich   znkuninien,   sind   wir   nieiit   im   Stande,   wohl   aber   können

wir   für   die   Coeffieienten   (AA-)   eine   Art   ihrer   Zusammensetzung-   aus
anderen   und   zwar   willkürlichen   Grössen   angeben,   die   stets   das   V'or-

konimen   von   Wurzeln   mit   gemeinschaftlichen   Zeichen,   etwa   dem   posi-

tiven  herbeiführt.   Lassen   sich   nämlich   die   Coeffieienten   (^/ik)   eines

symmetrischen   Systemes   auf   die   Form:

(Ä^)=(lAj'(lA-)'   +   (2/0'(2A-)'+    •   •    •     inh)'   {>t/cy   iG^)

bringen,   unter   den   neuen   abermals   symmetrischen   Symbolen   (A   k)'

reelle   übrigens   willkürliche   Grössen   verstanden,   so   ist   klar,   dass   man

der   früher   eingeführten   Bezeichnungsweise   gemäss   auch   setzen
könne :

(hk)   =   (hk)'.

woraus   folgt,   dass   das   mit   den   Coeffieienten   (AA:)   ursprünglich   gege-

bene System  betrachtet   werden  könne  als   eines  zweiter   Ordnung,   dass

ihm   demnach   als   Wurzeln   die   Quadrate   jener   zukommen,   die   ein

mit   den   Coeffieienten   (/<Ä-)'   behaftetes   besitzt.   Nun   wissen   wir   aber,

dass   die   Wurzeln   eines   Systemes   mit   Coeffieienten   wie   (ÄAr)'   allemal

reell   sind  ,   falls   nur   die   (M;)'   selbst   es   sind,   es   werden   daher   auch

die   Wurzeln   eines   Systemes   mit   den   Coeffieienten

(Ayt)   ==   (hky._

als   Quadrate   reeller   Grössen   sämmtlieh   positiv   sein   müssen.   Liegen

also   die   Coeffieienten   irgend   eines   Systemes   in   der   Art   (64)   zusam-

mengesetzt vor,  so  wird  man  sicher  sein,  in  der  Eliminatiousgleichung
lauter   positive   Wurzeln   anzutrellen,   ist   dies   aber   nicht   der   Fall,   so

wird   man   wohl   niemals   zur   Auflösung   einer   Reihe   von   Gleichungen

wie   (64),   deren   es   wie   ersichtlich   —  —  ^  —  ^   gibt,   seine   Zuflucht   neh-

men,  um  aus   der   Realität   der   aus   ihnen  hervorgehenden  Werthe   der

Grössen   (/<A-)'   an   der   Zahl   ebenfalls   ^   auf   ein   solches   Verhalten

der   Wurzeln   s   zu   schliessen;   man   wird   vielmehr,   was   erwähnens-

werth   scheint,   eine   gelegentlich   gebotene   Auflösung   von   Gleichun-

gen  der   Form   (64),   die   offenbar   bezüglich   der   Unbekannten   (lik)'

vom   zweiten   Grade   sind,   zurückführen   auf   die   eines   Systemes   linea-

rer  Gleichungen   (1),   behaftet   mit   den   Coeffieienten    (^lik).     Iliezu
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dient   aber   nachstehende   Furmel:

in   welcher   die   Zeichen   der   einzelnen   Glieder,   mit   der   Einschränkung

nicht   zu   wechseln   beim   Übergange   auf   andere   und   andere   Stellen-

zeiger  h,   k,   beliebig   gewählt   werden   dürfen,   die   also,   wie   es   sein

muss,   für   jede   der   Grössen   (/ik)'   mehre   den   Gleichungen   (64)   ent-

sprechende Auflösungen  darbietet,  nämlich  so  viele  als  verschiedene

Zeichenabwechslungen   in   (05)   statuirt   werden   können   —   eine   For-

mel,  deren   Hichtigkeit   zur   Genüge   hervorgeht   aus   dem   bereits

er\\   ahnten   Umstände,   die   Gleichungen   (1),   denen   die   u   und   s   entnom-

men  sind,   Hessen   sich   betrachten   als   solche   zweiter   Ordnung,   abge-

leitet  aus   einem   mit   den   Coefficienten   (h   k)'   behafteten   Gleichungs-

Systeme   erster   Ordnung.
Wir   kehren   jetzt   zurück   zur   Eliminationsgleichung   in   s   und   der

von   uns   in   den   Gleichungen   (36)   —   (39)   dargelegten   Methode   ihrer

numerischen   Bei-echnung:

Im   Vergleiche   zu   dem   üblichen   combinatorischen   Verfahren,   die

Determinante   der   Grössen   (A/r)   und   aus   dieser   die   Eliminationsglei-
chung in  s   darzustellen,   besitzt   nun  das  hier  beschriebene  zuvörderst

den   Vorzug   grösserer   Einfachheit.   Es   ist   nämlich   nach   demselben

einerseits   nicht   nöthig,   die   erwähnte   Gleichung   zuerst   vollständig   in

symbolischer   Form   aufzuschreiben,   was,   wenn   die   Anzahl   der   Glei-

chungen des  gegebenen  Systemes  eine  nur  irgend  bedeutende  ist,
keinen   unerheblichen   Theil   der   Gesammtarbeit   ausmacht,   wie   dies

hei   dem   combinatorichen   Verfahren   erfordert   wird   um   sicher   zu   sein,

dass   alle   durch   dasselbe   angezeigten   Rechnungsoperationen   ausge-

führt  werden,   andererseits   die   Zahl   der   nölhigen   Rechnungsoperatio-

nen  bedeutend   kleiner   ist   als   bei   jenem.   Um   Letzteres   deutlich   zu
machen,   wollen   wir   die   nach   beiden   Methoden   erforderlichen   Zahlen

von   Multiplicationen   und   Divisionen   einander   gegenüberstellen.

Da   in   jedem   Systeme   der   Coefficienten    —-^  —  -   verschiedene

vorkommen,   jeder   dieser   Coefficienten   aber,   M'ie    ihr   Bildungsgesetz

ausweist,   durch   ti   Multiplicationen   gewonnen   wird  ,   so   sind   deren   in

jedem   Systeme   höherer   Ordnung   n   —  ^^-^  —  ^   auszuführen.     Wir   haben

aber   solcher   Systeme   aus   dem   gegebenen   n  —  1    neun   an   der   Zahl
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abzuleiten,   es   werden   sich   daher   die   zur   Berechnung   sämmtlicher

Coefficienten   nöthigen   Multiplicationen   auf:

rt''(«+l)   (w—  1)
2

belaufen.   Fügen   wir   hinzu   die   Multiplicationen   und   Divisionen,   welche
n  (h  +  1^

die   Gleichungen   (39)    zur     Auflösung    erfordern    -        —  -   —  1,   wie

leicht   zu   ersehen,   so   stellt   sich   die   gesuchte   Gesanimtzahl   bezüglich
unserer   Methode   auf

,,.   ^ii!Ltl)   (,,_i)   +   ül!^   _   1   (66)

Dass   nun   diese   mindestens   von   gewissen   und   zwar   sehr   niedrigen

Werthen   von   w   angefangen,   kleiner   sei   als   die   entsprechende   für   das
combinatorische   Verfahren,   ersieht   man   daraus,   dass   bei   dem   letzte-

ren,  wie   aus   dem   Bildungsgesetze   der   Determinante   hervorgeht,

allein   die   Berechnung   des   letzten   Gliedes   der   Eliminationsgleichung
eine   Anzahl   von

(w—  1).   «(w—  1)   0^—2)   ....   2-1

Multiplicationen   erfordert.   In   der   That   schon   für   w=5,   wo   diese

Zahl   480   wird,   übertrift't   sie   bedeutend   die   oben   gefundene   Gesammt-

zahl,   welche   sich   in   diesem   Falle   auf   314   beläuft.   Ein   noch   günsti-
geres Verhältniss  stellt   sich  und  zwar  bei  noch  minderen  Werthen  von

n   heraus,   w   enn   man   auch   von   dem   condjinatorischen   Verfahren   wie

billig   die   Gesanimtzahl   der   nöthigen   Operationen   in   den   Vergleich

zieht.   Aber   noch   mehr   —   es   lassen   sich   viele   von   den   in   (06)   ange-

gebenen Multiplicationen  ganz  zweckmässig  in  Additionen  umwandeln.

Betrachtet   man   nämlich   das   Bildungsgesetz   höherer   Coefficienten   (36),
so   wird   man   sehen,   dass   in   allen   den   Producten,   die   zu   ihrer   Ermitt-

lung  gerechnet   werden   müssen,   eine   Reihe   von   Factoren,   bestehend

aus   Coeflicienten   des   Systems   erster   Ordnung,   stets   wiederkehrt   und
nur   die   andere,   Coefficienten   des   unmittelbar   vorher   berechneten

Systemes   in   sich   begreifend,   von   Ordnung   zu   Ordnung   wechselt.

Hat   man   daher   jeden   der   Coefficienten   des   gegebenen   Systems
der   Reihe   nach   multiplicirt   mit   den   Zahlen   1,   2,   3   .   .   .   9,   so   werden

sich   aus   den   so   entstaiulenen   Elementen,   da   ofTenbar   jeder   unter   den

Coefficienten   höherer   Ordnung   wieder   nur   durch   einen   Complex   der

Ziffern   0   bis   9   vorgestellt   wird,   alle   erwähnten   Producte   und   somit

Sitzb.   H.   matheiii.-natuiw.   Cl.   XII.   B<l.   V.   Hft.   63
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auch   sämmtliche   Coefficienten   lediglich   durch   die   Operation   des

Addirens   und   die   ganz   mühelose   Multiplieation   mit   Potenzen   von   10

bilden   lassen.   Solcher   Elemente   gibt   es   aber   9   -^^  —  -   und   zu   ihrer

Berechnung   sind,   weil   der   Einser   als   Factor   nicht   zählt,   4w   (w-f-l)

Multiplicationen   auszuführen;   es   ergibt   sich   daher   mit   Rücksicht   auf

die   zur   Auflösung   der   Gleichungen   (39)   nöthigen   Rechnungsopera-
tionen

4;,0,+   l)-f^i!^_l   (67)

als   Gesammlzahl   der   nach   unserer   Methode   zur   Herstellung   der   Eli-

minationsgleichung in  6'  erforderlichen  Äluitiplicationen  und  Divisionen.

Bei   jeder   Rechnung   von   einiger   Weitläuiigkeit   ist   aber,   um   einen

während   derselben   begangenen   Fehler   leichter   entdecken   zu   können,

eine   ControUe   wünschenswerth   —   in   unserer   Methode   liegt   nun   fol-

gende  :   Es   lehrt   eine   kurze   Vergegenwärtigung   der   Eliminationsglei-

chung  in   symbolischer   Form   nach   dem   combinatorischen   Verfahren,

dass   alle   ihre   Coefficienten   ganze   Zahlen   sein   müssen,   falls   nur   die

des   vorgelegten   Gleichungs-Systemes   solche   sind.   Nun   gewinnen

wir   aber,   wie   aus   (39)   zu   ersehen,   die   Coefficienten   der   Eliminations-
gleichung erst  nach  mehren  Divisionen  durch  2,  3,  4,  .  .  .  n.  Sol-

len  also   die   Rechnungen   fehlerlos   sein,   so   müssen,   die   Coefficienten

(^Itk)   als   ganze   Zahlen   vorausgesetzt,   alle   diese   Divisionen   ohne   Rest
ausführbar   sein   —   und   diese   Controlle   ist   auch   dann   noch   anwend-

bar,  wenn   die   Coefficienten   des   vorgelegten   Gleichungs-Systemes

zwar   nicht   ganze,   aber   doch   rationale   Zahlen   sind,   denn   man   kann   in

diesem   Falle   durch   Einfiihrimg   von   s/m   statt   s   unter   m   den   kleinsten

gemeinschaftlichen   Nenner   aller   Coefficienten   verstanden   und   nach-

herige  Multiplieation   des   gegebenen   Systems   mit   m   dasselbe   offen-

bar  auf   ein   anderes   mit   ganzzahligen   Coefficienten   zurückführen.   Die

Vortheile,   welche   nach   dem   Vorhergehenden   unsere   Methode   bietet,
werden   noch   bedeutend   dadurch   vermehrt,   dass   die   bei   ihrer   Durch-

führung gewonnenen  Grössen,  nändich  die  Coefficienten  der  Systeme

höherer   Ordnung   und   der   Eliminationsgleicbinig   in   sehr   einfacher

Weise   die   Auflösungen   für   die   Unbekannten   u   zusanunensetzen.

Wir   benutzen   nun   zur   Darstellimg   der   u   nicht   die   ursprünglich

gegebenen   Gleichungen   (1),   sondern   die   aus   ihnen   abgeleiteten   (18),

(19),   (22),   (34).   Es   hatten   bisher   die   Symbole   (A/.),   nur   eine   Bedeu-

tung  für   alle   positiven   ganzen   Zahlen   r   vor   der   Einheit   angefangen.
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auch   erschien   dieser   Bezeichnung   gemäss   die   Gleichung   (22)   als   spe-

cieller   Fall   der   (34).   Führen   Miraher   der   Bequemlichkeit   wegen   das

Syniho!   (//A-)„   ein   und   sei   dasselhe   der   Nulle   gleich,   wenn   k   und   /i

von   einander   verschieden,   hingegen   der   positiven   Einheit,   wenn   dem

nicht   so   ist,   so   können   wir   ofFenharalle   erwähnten   Gleichungen   durch
die  eine

(M).   =   s/   n,*   ih'   +   s/   tiu~   u^^   +   .S3'   ",.='   Wk'   +   .   .   •   •<,   nl   nl        (68)

ersetzen,   in   \\'elcher   r   alle   positiven   ganzen   Zahlen   von   der   Nulle

angefangen   bedeuten   darf.   In   dieser   betrachten   wir   nun   wieder   nicht
die   einzelnen   u,   sondern   vielmehr   dieProducte   Wh*   ''t*»   w,,~   «,^-,   «1,^%^

...Wh"   Wj,"   ander   Zahl   w   wie   ersichtlich   als   die   Unbekannten,   bedürfen

also   zu   deren   Bestimmung   nur   w-Gleichungen   von   der   Form   (08),   etwa

jene,   welche   aus   (68)   hervorgehen,   darin   nach   und   nach   r   gleich

0,   1,   2,   3   .   .   .   n  —  1   nehmend.   Um   aber   später   zu   zeigen,   dass   die

so   erhaltenen   Autlüsungen   der   n   in   das   gegebene   Gleichungssystem
substituirt,   dieses   zu   einem   identischen   machen,   wird   noch   eine   andere

Relation   nütliig,   die   wir   nur   bekommen   die   Gleichungen   von   derForm

(68)   an   der   Zahl   ii-\-  1   in   Gebrauch   ziehend.   Es   sind   dieselben

folgende  :

'//i'w/ti     -\r        Hh'-Hk-   +         '(h'Kk''   +   •   •   •         "h"Hk"     =   (hk)o

SiUhUik^   +-s.1"a=«ä2   +    Ssi(k"Uk"   +   •   •   .     s„Uk"fik"      =   (M)i

Sx^'Uh'Uk'    -h  -%~nk-Uk'   +   Ss-nj,^iik'   -\-   .   ■   •   .s„-  «a"  '/a"     =^   (hk).

Si"-^iik'Hk'+   s.,"-^nh-Uk"+   S3"-hihnikH   •   •   .   Sn^-'w/jf,,*   =   (/<A-)„_i

•^•i"«a' Wä*  +  s."Uh'  Uk-  +  s/'Ha"  "a-  +  •   •   •   «„"  /</."  "fc"    =  (//A-)„

Multipliciren   wir   sie   der   Reibe   nach   mit   den   Coefticienten   der

Eliminationsgleichung   (38),   nämlich   die   erste   mit   A„,   die   zweite   mit
A^.x   und   so   fort,   endlich   die   letzte   mit   der   Einheit   und   addiren   darauf,

so   erhalten   wir,   bemerkend   es   seien   einerseits   die   s,,   Sn,   s^,   .   .   s,,

Wurzeln   der   erwähnten   Gleichung,   andererseits   die   Producte   u,,   u^

schon   in   Folge   der   Relationen   (5)   stets   endliche   Grössen

(hk)„   +   A,   (Ä^)„_,   +   A,   (hk)„_.>   +    .     .     .

+   J„_,   (hk),   +   A„   (Ä/c)o   -   0   (70)

und   dies   ist   die   gesuchte   Relation.   Trifft   man   die   Bestimmung,   dass

in   nachstehender   Formel   die   positiven   Potenzen   von   (Iik),   nach   denen

(53-

(69
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sie   zu   entwickeln   ist,   in   Ordnungszahlen   verwandelt   werden   sollen,

so   kann   man   der   Gleichung   (70)   die   sehr   einfache   symbolische   Form:

F{(hk)}==o   (71)

ertheilen.   Es   ist   aber   eben   diese   Gleichung   (70)   nicht   die   einzige

der   Art,   sondern   nur   ein   specieller   Fall   der   allgemeineren:

(M-)„+,.    +   A,    (M)„+r-l     +    A,    (l>k)„  +  r-i    +     •      .      .

-f   ^„_i   (MOr+1      +    ^.   C'fOr    =    0   (72)

die   erhalten   wird,   wenn   man   anstatt   der   Gleichungen   (09)   eine   Reihe

anderer   aus   (68)   dadurch,   dass   man   darin   r   in   r-\-i,   r-J-2,   r-|-3,

.   .   .   i'-\-7i   übergehen   lässt,   hervorgehende   derselben   Behandlung

unterwirft,   und   die   sich   gleich   der   (70)   folgendermassen   symbolisch
schreiben   lässt:

F{(M).|=«   (73)

Die   Gleichungen   (70)   und   (72)   sind   schon   darum   erwähnens-

werth,   weil   sie   ein   einfacheres   Bildungsgesetz   für   die   Coefficienten

höherer   Systeme   vorstellen,   deren   Ordnungszahl   grösser   ist   als   ?i  —  1,

es   zeigt   sich   nämlich   jeder   Coefficient   (äA:)„+,.   eines   solchen   Systems

linear   ausgedrückt   durch   alle   jene,   welche   in   w   vorhergehenden   die-

selbe  Stelle   einnehmen  ,   wie   der   gesuchte   in   seinem   und   durch   die

von   h   und   k   unabhängigen   Coefficienten   A   der   Eliminationsgleichung.

Was   nun   die   Producte   ^f,,   Ui,   anlangt,   so   lassen   sich   diese   sehr

leicht   aus   den   ersten   w-GleicIuingen   (69)   finden,   wenn   man   bemerkt,
dass   der   Ausdruck

F(s)

verschwindet,   so   oft   man   für   s   eine   der   Wurzeln   St   Sz   Ss   .   .   s„   mit

Ausnahme   von   s^   in   denselben   setzt,   hingegen   in

F'   (.,)

sich   verwandelt,   wenn   man   s^^s^   nimmt.   Multiplicirt   man   daher   die

ersten   7«-Gleichungen   (69)   mit   den   durch   die   Relation:

£^   =   Xo-   +   X,!^   s   +   L^   s^   +   .    .     .   :i„_t'^   s"-'   (74)

dellnirten   Grössen   l   der   Reilie   nach,   das   lieisst   die   erste   mit   Xq'',   die

zweite   mit   A,''   u.   s.   f.,   cndlieli   die   letzte   mit   ?/„_,   und   addirt   sie

darauf   alle,    so    erhält   jedes   der   Producte   n,,nu   einen   solchen   ver-
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schwindenden   Ausdruck   als   Factor   mit   alleiniger   Ausnahme   von   Mh''Wk^

welches   in

multiplicirt   erscheint.   Das   Resultat   wird   also   sein:

X„_i!^   (ÄÄ-)«-i
woraus :

S   \k^   (hk)r\"~'
«A^   iik^   =   -!lA  h__   (75)

F'M

als   gesuchte   Auflösung   für   die   Unbekannten   hervorgeht.   Um   aus   vor-

stehender Gleichung  die  Werthe  der  einzelnen  u  ziehen  zu  können,

hat   man   nur   mehr   nöthig   die   Kingangs   erwähnte   und   auch   in   (75)   lie-
gende  Willkür,   bezüglich   des   Zeichens   einer   der   Grössen   u   dadurch

zu   heben,   dass   man   eine   derselben   mit   bestimmten   z.   B.   positiven

Zeichen   verlangt.   In   der   That   setzen   wir   in   der   Gleichung   (75),   die

wir   der   Kürze   wegen   so   schreiben

H\   u\   ^   l\,   (76)

h=k   so   findet   sich,   dass   wegen

u\=-   ±yiJ^   (77)

diese   Grösse   u^   mit   beliebigen   Zeichen   genommen   werden   kann,   aber

auch  ,   dass   diese   Unbestimmtheit   nur   bei   einer   von   allen   derselben

Wurzel   s^   zugeordneten   Grössen   u   vorkömmt,   da   wenn   in   (77)   das

Zeichen   von   ti^^   festgesetzt   worden,   etwa   als   positiv   alle   übrigen   der-

selben Wurzel   s^   zugeordneten  «nachSubtitution   der   (77)   in   (76)   aus

mit   bestimmten   Zeichen   hervorgehen.   Lassen   wir   also   k   den   Stellen-

zeiger jener  Unbekannten  bedeuten,  deren  Zeichen  im  voraus  bestimmt

ist,   so   wird,   wenn   dieses   das   positive   ist,   die   Gleichung

wenn   es   aber   das   negative   ist,   die

«.'   =   -   -^   (80)
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es   sein,   welche   uns   zur   Kenntniss   aller   einzelnen   ?<   führt.   In   den

meisten   Fällen   ist   es   aber   genü£?end  ,   solche   am   Eingange   mit   x
bezeichnete   Grossen   zu   kennen,   die   eine   willkürliche   Constante   als

Factor   bei   sich   tragen.   Substituiren   wir   also   die   aus   (79)   oder   (80)

sich   ergebenden   Werthe   der   u   in   die   Gleichungen   (3)   und   begreifen
sowohl   +   V   C^*^,,   als   auch   den   gemeinschaftlichen   Nenner   F'   (s^)   in

die   erwähnte   Constante   ein,   so   bekommen   wir,   da   diese   für   jede   Wur-

zel .9  ̂ eine  andere  sein  darf

eine   Formel,   in   welcher   der   Stellenzciger   h   beliebig   gewählt   werden

kann   und   zwar   jener   Grösse   x   angehört,   die   mit

einerlei   Zeichen   zu   tragen   bestimmt   ist.

Der   Beweis,   dass   die   aus   (81)   gezogenen   Auflösungen   für   die

Unbekannten   x   das   vorgelegte   Gleichungs-System   (1)   erfüllen,   lässt

sich   nun   auch   rückwärts   etwa   folgendermassen   führen  :

Man   setzt   in   (81),   nachdem   man   darin   den   Index   ju.   der   Kürze

wegen   hinweggelassen   hal,   für   die   a   ihre   bekannten   Werthe,   nämlich:

X„_i   =   1,   X„_2   =   .s"   +   A^  ;   A„_3   =   .s3   -f   sJi   +   Jo  ;   •    •    •    •

Ao   =   s»-*   -f   s»-2   A,   +   .    .    .    .   An-t

wodurch   man   zu

X,   =   C   \s"-'   ihk)o   +   s«-'   [(A^)o   yl,   +   (//A-)i]   +

[(M-)o   A„^,   +   (M-)i   A„^,   -f   .   .   .   (AÄ-)„_i]   I   (82)

gelangt   und   bildet   dann   das   Polynom:

(l/c)   X,   +   (2/0   X,   +   (3Ä-)   X,   -f    .   .   .   (nk)   x„   =

=   ^\(cck)xJ:   =   C   M"k   i/r^h   ('^/Of"
in-l

Schreibt   man   aber   dieses   mit   Rücksicht   auf   «las   Bildungsgesetz

höherer   Coefficienten   wie   folgt

(U-)   Xi   -f-   (2A-)   X.,   +   .   .   .   (nk)   x^   =   C   js"-'   (//Ä).   -f

.s''-^[(M-)..ii+(M),]-}-  .   .[(/*A-),J„-,   +   (M)2A-2+   .   .(M-)„]|(83)
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und   zieht   hierauf   die   (82),   nachdem   man   sie   vorher   mit   smuüiplicirt

hat,   von   der   (83)   ah,   so   ergiht   sicli   nach   einiifcn   Roductionen

(1Ä-)   .r,   +   (2k)   .r,   +   (3/0   .r,   +   .   .   (;//.•)   .v„   —   s.r,   =

C.[(fik),   Ä„-x   -f   (hk),   J„_,   +   .   .   .   (/*Ä-)„]

—   C{hk\[s-   -f   s»-'   A,-\-  sA„_^]

oder   weil   hier   d-.ts   als   Factor   von   (Jik^a   erseheinende   Polynom   nach

(38)   gleich
-^„

ist,   auch:
(U-)   X,   +   (2A-)   .i\   +   .   .   .   .   («Ä-)   x„   =   sxu-\-

+   C   .   \(Jik\   +   (ÄA-)„_i   A,   -f   (AA-)„-o   ^,   +   .   .   .   (M-)o   ^nj     (84)

In   dieser   Gleichung   versehwindet   aher   zufolge   der   unter   (70)

nachgewiesenen   Relation   rechterseits     das   ganze   in    C   multiplicirte

Polynom.   Sie   seihst   reducirl   sich   daher   auf   die:

(U).r,   +   (2ä0^2   +   (3Ä)   .V3   +   ■   •   {nk)x\,   =   sx^   (85)

und   gibt   somit   die   Überzeugung,   dass   die   Autlösungen   (81)   für   die

Unbekannten   ,r   in   der   That   für   jeden   beliebigen   Stellenzeiger   Ar   der

Gleichung   (So)   oder   was   dasselbe   ist,   sämmtlichen   des   vorgelegten

Gleichungs-Systemes   (1)   Genüge   leisten.
Schliesslich   wollen   wir   noch   bemerken  ,   dass   die   Auflösungen

(81),   für   sie   dieselbe   schon   oben   gebrauchte   symbolische   Schreib-

weise  in   Anspruch   nehmend,   in   nachstehende   sehr   einfache   Gestalt
sich   fassen   lassen  :

■<-^'^^,   (««)

eine   Formel,   deren   Richtigkeit   ein   kurzes   Zusammenhalten   der   Glei-

chungen (74)  und  (81 )  unmittelbar  lehrt  nnd  die  wir,  des  häufigen

Vorkommens   unbestimmter   Gleichungen   halber   vorzüglich   darum   bei-

bringen, weil  sie  ungleich  der  (81)  tauglich  erscheint,  die  Zusammen-

setzung  ihrer   Auflösungen   aus   den   Coefficienten   (Jik)   deutlich   vor

Augen   zu   führen.

b.   Bestimmte   Gleichungen.

Die   ein   System   symmetrischer   bestimmter   Gleichungen   wie  :

(ll).r,   +(12).r,  +   (13).r3+   •   •   •   (1  «)   u^n   =   C,
(21)   .r,   +   (22)   .r,   +   (23)   x\   +   .   .   .   (2;^)   x^   =   Ca
(31)   .r,   +   (32)   X.,   +   (33)   .^3   +    •    •   •   (3^0   -^n   =   Cs

(«I)   .r,   +   («2)   Xi   -\r   (;<3)   x^   +   .   .   .   {nn)   x^   =   L
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(M'füllendeii   Werthe   tler   Unheknnnten   iV   lassen   sieh   wie   bereits   ange-

küiidet   worden,   zusammensetzen   aus   den,   bei   der   Auflösung   eines   mit

denselben   Coeflieienten   behafteten   Syslemes   unbestimmter   Gleichun-

gen,  gewonnenen   Grössen,   das   heisst,   sie   lassen   sich   darstellen   als

Functionen   sämnitlicher//   und   der   Wurzelnder   Eliniinationsgleichung.

Es   geschieht   dies   nun   folgendermassen:

Man   multiplicirt,   unter   Beibehaltung   der   im   vorigen   Abschnitte

angenommenen   Bezeichnungen   die   Gleichungen   (1)   der   Reihe   nach
mit

h\,   n\,   n*.    .    .   .   .   ?/\,

darauf   addirt   man   sie   und   erhält   als   Resultat   vermöge   der   Gleichun-

gen (r<  25),  diese  auf  die  Wurzel  .s,  bezogen :

Si(nr^^n^   '-\-^,u.'^+-r^,ns'+   .   ..r„?<„i)   =   £,//,   '   +   C./<,'+   .   .   .   4nU„'   (2)

dieselbe   Operation   mit   anderen   und   anderen   Reihen   der   u   vorgenom-
men, liefert  aber  noch  aus  ähnlichen  Gründen :

Jetzt   multiplicirt   man   die   sämmtlichen   Gleichungen   (2)   in   der

Ordnung,   in   welcher   sie   aufgeführt   wurden,   mit
m\   «\   n-\   II   l

«1   '        «2   '        •''3   '  ««

und   addirt   sie   abermals,   womit   die   Rechnung   beendet   ist.   In   der   so
erhaltenen   Summe   fallen   nämlich   links   vom   Gleichheitszeichen   alle^

hinweg,   da   sie   einen   zu   Folge   der   Relationen   (a,   19)   der   Nulle   glei-

chen  Factor   bei   sieh   tragen,   mit   alleiniger   Ausnahme   von   Xi,,   dessen

Factor   sich   der   Einheit   gleich   findet.    Sie   selbst:

Xk   =   t,  \  !■-•••  
L       s^   s.^   s„       J

+      •••?„  1  h       •   •   •         
l-         6',   «2   S„         J

liefert   daher   sogleich   den   gesuchten   Werlh   von   .^\   wie   folgt:

(3)
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Nun   ist   aber   im   Sinne   der   für   Coefficienten   von   Gleiehiings-

systemen   verschiedener   Ordnung   eingeführten   Hezeichnungsvveise,

die   auf   negative   Ordnungszahlen   auszudehnen   uns   ofl'etihar   gar   nichts
hindert

"'*"'*   tt'iM'k   '<■'/■"''*   Wa"*

*i   *a   "'s   *n

wir   können   also   den,   in   der   für   alle   Stellenzeiger   k   gültigen   Glei-

chung  (3)   enthaltenen   Autlüsungen   des   Gleichungs-Systemes   (1)   noch
nachstehende   übersichtlichere   Formen   ertheilen   :

.V,   =   (ll)_,   .^,   H-   (12)_,   4   +   (i3)_,   Co   +   ...   (1/0-t   4

.V,   =   (21)_,   I,   +   (22)_,   C,   H-   (23)   ,   I,   +   ...   (2,0-1   L

.V,   =   (31)_,   £,   +   (32)_,   e.   +   (33)_,   C,   -f      ...     (3;.)_i   f„

.r„   =   («1)_,   t,   +   (/^2)_,   i,   +   («3)^,   4   4-      ...     (/*«)-!   ?„

Was   nun   die   Coefficienten   (///t)_i   oder   überhaupt   die   negativer

Ordiuingszahlen   betritTt,   so   stehen   sie,   obgleich   sie   nicht   wie   die   posi-

tiver  Ordnungszahlen   nach   dem   im   ersten   Abschnitte   beschriebenen

Verfahren   aus   den   Coefficienten   des   Gleichungs-Systemes   (1)   sich
bilden   lassen,   dennoch   sowohl   zu   allen   ihres   Gleichen   als   zu   denen

positiver   Ordnungszahlen   genau   in   denselben   Beziehungen,   in   welche
die   letzteren   unter   einander   treten.   Es   hat   dies   darin   seinen   Grund,

dass   das   Bildungsgesetz   (36),   welches   seiner   Entstehung   nach   nur

für   positive   Ordnungszahlen   ;■   Gültigkeit   hat,   diese   auch   für   negative

nicht   verliert.   Nimmt   man   näudich   mit   der   Gleichung

nachdem   sie   vorher   mit   (cik)   multiplicirt   worden,   eine   Summation

nach   dem   Stellenzeiger   cc   von   1   bis   u   vor,   so   ergibt   sich   mit   Rück-

sicht auf  die  Bedeutung  der  Grössen  u

Sj   (Jrx)r   («Ä)|"=   .s''--',«V<\   -f   .s'-+'.«V«'^fc+   .   .   s'-+\u\u\

oder

(AÄ-)r-f.      =     S|    <'''«)-      i''^)\"

eine   Gleichung,   die,   der   Form   nach   mit   dem   Bildungsgesetze   («   36)

identisch,   das   Gesagte   beweist,   weil   bei   ihrer   Ableitung   die   Voraus-
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Setzung-,   /•   sei   positiv,   nirgends   in   Rechnung   gesetzt   wurde.   Die

unmittelbare   Folge   davon   ist   aber,   und   man   überzeugt   sieb   dessen

sebr   leicht,   dass   auch   die   Gleichung   («72)   oder   was   dasselbe   ist   die

(a   73)   noch   für   negative   r   Bestand   bat.   Schreiben   wir   sie   also
namentlich   für   r   =   —  1   auf

(7//.)„_,   +   Ä,   (hk)„_,   +   A,   (///0„-,>   +     .     .     .     .    ^„_,   (hk)„   4-
+   A„   (M-)_,   =   0   (6)

so   können   wir   otTenbar   aus   ihr   den   Werth   der   Coefticienten   (A/t)_i

und   zwar   in   neuer   Gestalt   ziehen.    Es   liefert   die   Gleichung   (6)

Ä„   (M)_,   =   —   |(ääO„_i   +   A,   (hk)„_,   +   .   .   .   .   An^i   (hk}o\

oder   nach   symbolischer   Schreibweise:

(M-)_.   =   -^   |i   _   !:^(   .8)

und   es   zeigen   sich   jetzt   die   Coefficienten   (AA:)_,   nicht   mehr   ausge-

drückt durch  sämmtliche  s  und  u  wie  in  (4),  sondern  durch  die  schon

zur   Berechnung   der   letzteren   Grössen   erforderlichen   Elemente,   das

sind   die   Coefficienten   von   ?i   Systemen   positiver   Ordnungszahl   und

die   der   Eliminationsgleichung.

Eine   Eigenthümlichkeit   aber   besitzen   die   Coefficienten   negativer

Ordnungszahl,   und   zwar   die,   gelegentlich   durchgehends   unendlich   zu

werden.   Dies   ist,   wie   aus   (4)   zu   ersehen,   dann   der   Fall,   wenn   eine   oder

mehrere   der   Wurzeln   s   verschwinden.   Da   aber   mit   ihnen   zugleich

sämmtliche   rechts   vom   Zeichen   befindliche   Polynome   in   (S)   unend-

lich  werden,   so   hören   augenscheinlich   in   dem   bezeichneten   Falle   die

Gleichungen   (1)   auf,   allgemein   durch   endliche   Werthe   der   x   erfüll-

bar  zu   sein.   Soll   dies   dennoch   stattfinden,   so   müssen   die   ^   gewisse

Relationen   erfüllen   —   sie   müssen   nämlich   die   Zähler   aller   in   (3)

auftretenden   Brüche,   die   irgend   eine   Wurzel   Nulle   im   Nenner   tragen,

zum   Verschwinden   bringen.   Von   diesen   Brüchen   besitzen   aber   alle,

welche   einer   und   derselben   Wurzel   s^   zugehören,   den   Ausdruck

^.   =   w'i   ^1   +   u\   iz   +   «"3   Cs   +     •     •     .     n\   |„

als   gemeinschaftlichen   Factor,

^.=0   (9)

ist   daher   die   durch   dasVerschwinden   der   Wurzeln   s^   zu   dem   erwähnten

Zwecke   geforderte   Relation   und   es   wird   deren   im   (janzen   so   viele
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gebeil,   als   der   Nulle   gleiche   Wuizelii    in   der   Elimiiiationsgleichung
vorkommen.

Leisten   nnn   die   |   diesen   Relationen   Genüge,   so   werden   die   Auf-

lösungen (I))  allerdings  endlich  —  aber  unbestimmt.  Es  treten  näm-

lich  jetzt   an   die   Stelle   der   Gleiehimgen   (5),   wenn   man   die   Werthe

der   a.%   welche   sich,   nach   llinw   eglassung   aller   von   der   Nulle   gleichen

Wurzeln   herrührenden   Gliedern,   aus   ihnen   ergeben   würden,   mit   .r'

die   Brüche   —  ''   aber   mit   g^   bezeichnet   nachstehende

.t^.=.tV   +   .V.  ''."+    •    •   •   (10)

und   diese   enthalten,   da   uns   nichts   zu   einer   bestimmten   Wahl   der   Quo-

tienten g^,  die  olfenbar  von  der  Form  —  sind,  zwingt,  genau  so  viele

willkürliche   Grössen   als   die   Eliminationsgleichung   in   s   der   Nulle

gleiche   Wurzeln   bietet.   Diese   Willkürlichkeit   bestätiget   nicht   nur

eine   Substitution   der   Auflösungen   (10)   in   (1),   sie   gehtauch   unmittel-

bar  hervor   aus   den   Gleichungen   (2),   wenn   man   nur   darauf   Acht   hat,
dass   von   ihnen   mit   dem   Verschwinden   einer   oder   mehrerer   Wurzeln

und   der   Erfüllung   der   betreffenden   Relationen   (9)   eben   so   viele   iden-
tisch  werden  ,   sie   also   auch   dann   die   Werthe   für   eben   so   viele   x

unbestimmt   lassen.

Bei   dem   sonst   üblichen   Verfahren,   ein   System   bestimmter   linea-

rer  Gleichungen   wie   (1)   aufzulösen,   ist   der   wesentlichste   Theil   der

Rechnung   der,   aus   den   Coefficienten   {liJi)   das   unter   dem   Namen   der

Determinante   bekannte   Polynom   zu   bilden   und   dieses   zuerst   nach   den

Coefficienten   der   ersten   Horizontalreihe   in   (1)   dann   nach   denen   der
zweiten  ,   dritten   u.   s.   w.,   endlich   nach   denen   der   «"■"   zu   ordnen.

Hat   man   dies   gethan,   das   heisst,   hat   man   dem   genannten   Polynome,

welches   7>f   heissen   mag,   die   Formen:

^-(il)/>S   +   (12)/>'.   +   (13);>'3   +   .   .   .   {\n)y\

=   {2\)p\   -I-   (22)   pS   -f   (23)   ps^   .   .   .   (2.^)   p\

=   (31)   p^   +   (32)   pK   -h   (33)   pK   +     .     .     .     (3/0   p^   (11)

=   (ji^)   P"i   +   (n2)   p\   +   (y<3)   p\   +     .     .     .     {nn)   p\

ertheilt,   so   findet   man   auch   allsogleich   die   Werthe   der   Unbekannten

.V   durch   eine   Reihe   von   Gleichungen   wie   folgt:
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l/a^3    =  />=«,    ll    +   Ph   ^.    +   /^^'o    ^3    +      .      .      .      P\  ?„        (12)

Die   hier   orsclieinenden   Grössen   p   nun   sind,   wie   ein   Zusammen-

halten  der   Gleichungen   (12)   und   (5)   wegen   der   Independenz   der

Grössen^   lehrt,   mit   den   von   uns   eingeführten   Coefficienten   (/tÄ:)_,

oflfenbar   durch   folgende   Helalion   verbunden:

l,\   =   M   (hkU   =   m{^   +   ^^+     .     .     .     ^\   (13)

es   ist   also   von   ihnen   auch   nachgewiesen,   sie   seien   heziehlich   ihrer

Stellenzeigcr   h   und   k   symmetrisch.   Weiter   geht   aus   (12)   hervor,   die

Auflösungen   .^■   könnten,   da   die   />   ihrer   iVatur   nach   stets   endliche
Grössen   sind,   wenn   nur   dii^   {f'k)   es   sind,   allein   d;uin   lUHMidlich   wer-

den, wenn  die  letzteren  die  Bedingung

J/-0   (14)

erfüllen.   Diese   stimmt   aber   genau   üherein   mit   der   oben   angegebenen
des   VerschwindenseinerodermehrererWurzeln.s",dennausder   Art,   wie

aus   der   Determinante  itf   die   Eliminationsgleichung   in   s   hergeleitet   wer-

den kann,   weiss   man,   dass   ihr   letztes   Glied   J„   abgesehen  vom  Zeichen

mit   eben   diesem   ßl   identisch   ist   und   sein   Verschwinden   ist   ja   noth-

wendig,   sollen   eine   oder   melirere   der   Wurzeln   s   der   Nulle   gleich

werden.   Doch   dürften   die   Auflösungsformen   (11),   (12)   weniger   als

die   (4),   (5)   zur   F^rörterung   der   beim   Vorhandensein   von   der   Nulle

gleichen   Wurzeln   eintretenden   Umstände   geeignet   sein.

Sieht   man   jetzt   darauf,   welche   Methode   der   Auflösung   der   Glei-

chungen (I),  oh  die  in  (1  I)  und  (12)  oder  die  von  uns  in  (4)  und  (5)

dargelegte   einen   geringeren   liechnuiigsaufwand   erheischt,   so   muss

man   ohne   Zweifel   der   ersterwähnten   im   Allgemeinen   den   Vorzug   ein-

räumen, fordert  doch  letztere  entweder  die  Berechnung  sämmtlicher

Producte   m,,   «|^   und   der   Wurzeln   s   nach   (4)   oder   die   der   (AA:),   und

der   Coefücienten   der   Eliminationsgleichung   nach   (7).   Gleichwohl

hielten   wir   es   nicht   für   überflüssig,   die   Gleichungen   (4),   (5)   zu   erzeu-

gen,  denn   es   ist,   selbst   abgesehen   von   den   Vortheilen,   welche   die

Kenntniss   der   Zusammensetzung     der   Coefficienten   (A/i)-i   ^^is   den
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u   und   .s   gelegentlich   bieten   kann,   ebenso   entschieden   vortheilbafter,

den   durch   sie   gezeigten   Weg   in   der   Rechnung   zu   betreten   in   dem

Falle   als   mit   der   Auflösung   eines   Systemes   bestimmter   Gleichungen

wie   (1)   auch   die   eines   ähnlichen   Systemes   aber   unbestimmter   oder

doch   die   Darstellung   seiner   Eliminationsgleichung   geboten   ist;   denn

dann   ist   es   offenbar   weit   leichter,   die   Coefficlenten   (AA')_,   zusammen-
zusetzen aus  den  bereits  bekannten  Grössen  u  und  s  oder  den  schon

behufs   der   Bildung   der   Eliminationsgleichung   gerechneten   (Jik)^   und

A^   als   die   verschiedenen   p   zu   ermitteln   nach   ihrer   durch   die   Rela-

tionen (11)  gegebenen  Definition.

B.   Gleichungen   mit   beliebigen   Coefficlenten.

«.  Unbestimmte  Gleichungen.

Um   bei   Gleichungen   mit   beliebigen   also   im   Allgemeinen   nicht

symmetrischen   Coefficlenten   zu   ähnlichen   Resultaten   zu   gelangen,   wie

bei   den   in   den   vorhergehenden   Abschnitten   behandelten   symmetrischen,

wird   es   nothwendig,   gleichzeitig   zwei   verschiedene   Systeme   der
Betrachtung   zu   unterwerfen,   die   zwar   dieselben   Coeflicienten   aber   nicht

in   derselben   Anordnung   besitzen.   Dieser   Unterschied   in   der   Stellung
der   Coefficlenten   besteht   nun   darin,   dassein   Coefficient,   welcher   in   der

/*'*"   Horizontal-   und   Ä-""   Verticalreihe   des   ersten   Systemes   vorkömmt,
im   zweiten   seinen   Platz   findet   in   der   A-"'"   Horizontal-   und   //''"   Verti-

calreihe  —  mit   einem  Worte,   Horizontal-   und  Verticalreihen  werden

vertauscht   beim   Übergange   von   einem   Systeme   zum   anderen.   Es   wird

dies   am   anschaulichsten   durch   die   Einführung   der   neuen   Symbole  :

i.\)

in   welchen   für   das   eine   System   der   Zähler   die   Ordnungszahl   der

Horizontal-   und   der   Nenner   die   der   Verticalreihe   angezeigt,   während

für   das   andere   System   diese   Bedeutungen   sich   umkehren  ,   und   des-

sen  Werth   eine   Änderung   erfahren   darf   durch   eine   Verwechslung

der   in   ihm   enthaltenen   Stellenzeiger   h   und   k.   Das   erste   System   fin-
det sodann  dem  Gesagten  zu  Folge  in:

(t)   ■'•■   +   (t)   ■'•=   +   ij)   ■'■'   +   •   ■   (7)   ■'■'   =   -•■

(I)



(2)

e-+(T)-+G)-+'-'e)-=-

das   zweite   hingegen   in:

(I)  »'   +   (7)  !/'+   ij)y'+   ■   ■   ■   (t)   y-   =   "3"

(l)   3''   +   (f  )   2'»   +    (t)   »»   +   ■   •   •   (v)   2'"   =   '!''

(?)   •"'   +   (I)   *=   +   (3)   ■"'   +   •   ■   ■   (t)   2'"   =   *

seinen   Ausdruck.   Es   ist   klar,   dass   auch   hier   die   Gleichungen   (1)   und

(2)   keineswegs   alle   .v   und   y   vollkümmen   hestimmen  ,   sondern   hlos
deren   Verhältnisse;   führen   wir   dalier   mittelst   der   Kehitionen:

Xi   =   C   Ui,   X.   =   C   iu,   Xs   =   C   U3   .   .   .   .   x„   =   C"?/„(3)

y,   =   C"v„   y,    =   C"v,,   y,    =   C"v,     .     .     .     ■     y„   =   C"y„   (4)

die   neuen   Grössen   11   und   v   ein,   so   ist   es   uns,   da   nach   vollführter   Sub-

stitution die  Constanten  Factoren  C,  C"  aus  den  Gleichungen  (1)  und

(2)   hinwegfallen,   gestattet,   zur   Entfernung   aller   Willkürlichkeit   diese

Grössen   u   und   y   zweien   beliebigen   Bedingungsgleichungen   zu   unter-
werfen.

Ms   ist   nun   vortheilhaft,   diese   Bedingungsgleichungen   so   zu

wählen,   dass,   falls   man   die   Systeme   (1)   und   (2)   in   symmetrische,   also

beziehlich   ihrer   Coefficienten   identische   übergehen   lässt,   auch   die   u

und   V   zusammenfallen.   Als   eine   derselben   wird   recht   passend   fol-

gende gelten  können :

?<,   V,   +   Uz   Vo   +   «3   ^3   +   •   •   •   •   w„   «„   =   1   (5)

da   sie   aber   (üvu   =   v   sich   in   die   für   symmetrische   Gleichungen   fest-

gesetzte :
M,   Vi   +   11.   «..   +   «3   W3   +    •     ■     •     «..   «n   =   1   (6)

verwandelt,   si»   müssen   wir   als   zweite   ofTeiibar   eine   solche   wählen,

die   durch   die   Substitution   h=v   identisch   erfüllt   wird.      Unter   der
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gemachten   Voraussetzung   iiänilit'h   fallen   die   Systeme   (1)   und   (2)   in

ein   einziges   zusammen   und   dieses   reicht   dann   in   Verbindung   mit   (6)

vollkommen   hin,   alle   woder   die   ihnen   gleichgeltenden   r   zu   bestimmen,

daher   eine   weitere   ßedingungsgleichung   für   die   ii   oder   v   unzulässig
wäre.   Eine   solche   durch   die   Annahme

identisch   erlüllte   Gleichung   ist   nun   etu   a   folgende:

?/l  ?/,   -f  Uz  Uz  +  Ui  U3-\-  ...  U„  U,,  =  Vi  Vi  -\-  l'o  V.  -f  ^3  t'3  -f    •  •  •  t'n^n  C')

und   Mir   wollen   sie   auch,   ohgleicli   es   eben   nicht   nöthig   wäre,   um

etwas   ßestiiumtes   vor   Augen   zu   haben,   beibehalten.

Die   Gleichungen   (1)   und   (2)   darin   die   x   und   y   durch   die   ent-

sprechenden u  und  V  ersetzt  in  Verbindung  mit  denen  (ö)  und  (7)

sind   es   also,   mit   deren   Auflösung   wir   es   zu   thun   haben.

Wir   haben   in   beiden   Systemen   (1)   und   (2)   den   „unbestimmten

Coefficienten"   mit   einerlei   Zeichen   mit   s   angedeutet   und   dies   darum,

weil   in   der   That   beide   Systeme   dieselbe   Eliminationsgleichung,   also
auch   einerlei   Wurzeln   besitzen.   Man   konnte   dies   leicht   nachweisen

durch   das   allgemeine   Bildungsgesetz   der   Determinante   der   Coefficien-

ten  (-tt),   aus   welcher   die   erwähnte   Eliminationsgleichung   bekannt-

lich  dadurch   hervorgeht,   dass   man   in   demselben   alle   Coefficienten
von   der   Form

(I)

denen   wir   auch   hier   den   Namen   der   diagonalen   geben,   mit

Q

vertauscht   und   das   so   veränderte   Polynom   der   Nulle   gleich   setzt.

Dem   Gange   unserer   Rechnung   ist   jedoch   eine   andere   ßeweisart

natürlich   —   dagegen   benützen   wir   das   Bildungsgesetz   der   Deter-

minante dazu,  um  zu  zeigen,  dass  auch  für  nicht  symmetrische  Glei-

chungssysteme wie  (l)und  (2)  noch  die  Summe  der  Wurzeln  der  Eli-

minationsgleichung der  Summe  der  Diagonal-Coöfficienten  gleich  sei,

während   wir   uns   die   Schöpfung   dieses   Beweises   aus   den   Gleichun-

gen (1)   und  (2)   selbst   noch  vorbehalten.
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Diese   Determinante   setzt   sicli    iiiiii   ziisaninicii   aus   einer   Reihe

von   Producten,   welche   aus   dem   ersten   derselben:

(I)   (I)   (I)  G)         («)

für   das   System   (1)   dadurch   erzeugt   werden,   dass   man   in   ihm   alle

möglichen   Vertausclmngen   der   in   den   Symbolen   (-r-)   '*'s   Nenner

auftrotondon   Siellenzeigor   vornimmt,   hingegen   l'iir   das   System   (2)

dadurcli,   dass   man   in   gleicher   Weise   mit   den   als   Zähler   erscheinenden

Stellenzeigern   verfährt.   Daraus   erhellt   aber,   dass   nur   in   dem   ersten

Gliede   (8)   der   Determinante   sämmtliche   Coefficienten   von   der
Form :

(t)

n   an   der   Zahl   vorkommen,   in   jeder   der   übrigen   aber   deren   höchstens
n—l   an   der   Zahl   erscheinen   können,   denn   schon   eine   einfache   auf

nur   zwei   Stellenzeiger   in   (8)   sich   beziehende   Permutation   liefert   in

dem   neuen   Gliede   bereits   ein   Factorenpaar   wie:

■   •   •   (t)   •   •   •   (t)   •   •   •   •

belässt   also   nur   n  —  2   Symbole   in   ihrer   früheren   Form.   Erinnert   man

sich   jetzt   der   Art,   wie   aus   der   Determinante   die   Eliminationsgleichung

n   H   hervorgeht,   so   ersieht   man,   dass   lediglich   das   erste   Glied   der

nach   oben   angegebener   Weise   veränderten   Determinante,   das   ist:

[(t)-»]   [(!)-»]   [(!)-']   ••   [e-^]

die   w'""   und   {n  —  \y\   alle   übrigen   aber   höchstens   die   (ji  —  2)'"   Potenz
von   s   enthalten   können.   Denmach   kommen   die   zwei   höchsten   Terme

der   Eliminationsgleichung   nur   aus   (9)   und   da   sie   offenbar   folgende
sind:

—-'+[(!)  +   (i)+(i)+--e]+-   •

so   ist   auch   bewiesen,   die   Summe   der   Wurzeln   der   Eliminationsglci-

chung   sei   der   Summe   der   Diagonal-CoeCIlcienten   gleich.

Das   Gesagte   gilt   nun   für   beide   Systeme   (1)   und   (2),   nennen   wir
daher   die   Summen   der   ersten,   zweiten,   dritten   etc.   Potenzen   der

Wurzeln   in   Bezug   auf   das   erste   System

S'^,   iS"a,   «S's,     .     .     .     .     S'„   (9)
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in   Bezug   auf   das   zweite   aber
rv          C"          C"   C"»5     Ij    '  ̂   25    'J    35        •        •        •        •       '  ̂   «

so   wird   man   zuvörderst   haben:

'''   =   '"■■   -   (I)   ^   (I)   +   (I)   i   ■   •   •   •   (t!)   ('»)

Dass   auch   für   die   Summen   höherer   Potenzen   der   Wurzeln   ähn-

liche  Gleichungen   gelten   wie   (10),   hat   darin   seinen   Grund,   dass   sich

die   in   den   Systemen   (1)   und   (2)   herrschende   Reciprocität   unter

den   Coefticienten   auch   in   alle   Systeme   von   höherer   Ordnungszahl   als

der   ersten   fortpflanzt.   Da   aber   dies   nicht   unmittelbar   wahrgenommen
M'erden   kann,   so   müssen   wie   diese   letzteren,   zumal   sie   auch   sonst

noch   nötliig   werden,   entwickeln.

Es   geschieht   dies   genau   so   wie   bei   den   symmetrischen   Gleichun-

gen  im   ersten   Abschnitte.   Man   gewinnt   nämlich,   falls   man   von   einem

der   Systeme   (1)   oder   (2)   zu   dem   entsprechenden   zweiter   Ordnung

vorschreiten   will,   irgend   eine   Gleichung,   etwa   die   k^"   dieses   letzteren,

wenn   man   die   Gleichungen   des   ursprünglichen   Systems   der   Reihe

nach   multiplicirt   mit   den   CoefOcienten   der   k^'"   Horizontalcolumne

eben   dieses   Systemes   erster   Ordnung   und   sie   darauf   alle   addirt.   Die

Gleichungen   zweiter   Ordnung   sind   dann   der   Zahl   nach   vollständig,
wenn   sämmtliche   Horizontalreihen   auf   diese   Weise   verbraucht   wor-

den.  So   wie   aus   dem   System   erster   Ordnung   das   zweiter   Ordnung

entsteht,   so   entsteht   auch   aus   diesem   das   der   dritten   etc.,   und   allge-

mein aus  dem  der  ?•''""  das  der  (r-f-1)'''".   Bezeichnet  man  daher  die

Coefticienten   der   aus   (1)   abgeleiteten   Systeme   höherer   Ordnung   mit  :
Ä

hingegen   mit

\k)r

die,   welche   den   aus   (2)   hervorgegangenen   angehören,   so   wird   die

Bildung   des   Coefficienten   von   ^/^   in   der   A'"'   Gleichung   des   (r-j-l)""'

Systems   der   einen   Galtung   geschehen   durch   Multiplication   der   Terme   :

mit   der   correspondirenden   der   Reihe:

(l)'(l)(l)  o

Sitzb.   d.   mathem.-aatiirw.   Cl.   XU.   Bd.   V.   Hft.   64
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iiml   (l;ir;iiif   folgende   Addition   aller   einzelnen   Prodncte,   hingegen   die

des   Coefficienten   von   «,,   in   der   k^'"   Gleiclinni>-   des   (y-j-1  )"""   Systemes

der   anderen   Gattung   durch   eine   äluiliclie   Behandlung   der   Ternie:

(t)^   '   (t),.   '   (   3   ).  wX

mit   denen   der   Reihe  :

(I).(t)-(t)-   ■••(t)

die   Bildungsgeselze   der   einen   und   der   anderen   Art   Coefficienten   wer-

den daher  sein:

(a.   ra):(f)+(aG)+(a   (!)+■■•

■■■(iiO   <">

(d:,,-   (tx   (t)  +  o:   (I)  +  (d:   cd  +  •   •   •

Die   Reeiprocität   der   beiden   Coefficientensorten   oder   was   dasselbe

ist   die   Gleichung

lässt   sich   nun   für   einen   bestimmten   Werth   von   r   nachweisen,   unter

der   Voraussetzung,   sie   finde   Statt   für   die   nächst   niederen   Ordnungs-
zahlen  r   und   r  —  1.   Geben   wir   nämlich   den   Gleichungen   (11)   und

(12)   folgende   Gestalt:

(t):.,=s|(tXO};        (13)

so   können   wir   dann,   da   denselben   Bildungsgesetzen   zu   Folge   auch

und

(iX-s{GX-.(f)j;        d«)

(iX=si(iX-,(T)r        0«)
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ist,   die   Symbole

in   (13)    und    (14)   mit   den   ihnen   ja   gleicligeltenden   ans   (1I>)   und

(16)   genommenen:
h

vertauschen   und   ceianffen   somit   zu   den   neuen   Formen   :

(TL=ss;(^):_,(^)(f)r      (")
ß  /   ̂ i-

(T):.rSSi(fL,(^)(f)i:     (.8)

welche   wegen   der   ebenfalls   vorausgesetzten   Gleichheit  :

auch  die  von

Ct)   =(-!)"   (">

beweisen.   Da   aber   die   Gleichung   (19)   besteht   für   r^O   und   wie   ein

Blick   auf   (11)   und   (12)   lehrt   auch   für   r=l   ,   so   besteht   sie   dem

eben   Bewiesenen   zu   Folge   auch   fürr=2,   ferner   ebendarum   für   r^=3

u.   s.   w.,   kurz   für   alle   möglichen   Ordnungszahlen   r.   Nennen   wir

also   die   in   (19)   identisch   befundenen   Symbole:

so   bekommen   wir   für   die   aus   (1)   abgeleiteten   Systeme   höherer

Ordnung:

(t)/"   +   Gl'"   +   Gl'"   +   ■   ■   ■   (7.).«"   =   *'"■

(t)/-   +   (!),.'"   +   (D;"=   +   •   •   •   Gl"'   =   ''"'

(7).'"   +   (D/"   +   (iX"-'   +   ■   ■   Gl"-   =  "'"'

64'
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und   für   die   aus   (2)   abgeleiteten:

(t),'-'   +   (t);-'   +   (?l"=   +   •   •   ■   (fX  ""   =   *'"'

({)/■   +  (IX-  +   (U-  +   •   ■   -(vX'^--'

(3X-   +   (iX-+(IX-+-   •   -(tX  '•--=''*'

(-)   '•■   +   (^)   '•.   +   (-)   •>^+   ■   ■   ■   (-)   ••.   =  «'".

als   allgemeines   Schema,   während   die   in   ihnen   enthaltenen   Coeffiei-

enten   durch   das   gemeinschaftliche   Bildungsgesetz:

(xX„   =   (TX(r)-(lX(T)   +   (yX(Y)+---

•   •   •   iiX   (~)   (^^)

=   (tX   G)   +   (tX   (i)   +   (IX   (r)   +   •   •   •

definirt   sind.

Kehren   wir   jetzt   zurück   zu   den   Grössen   S',   S"   und   der   Elimina-

tionsgleichung.   Da   die   Systeme   (20)   und   (2J)   bezüglich   identisch

sind   mit   den   ursprünglichen   erster   Ordnung   (t)   und   (2),   denn   sie

wurden   ja   blos   durch   Combination   der   letzteren   unter   einander

erzeugt,   so   niuss   auch   ihre   Auflösung   dieselben   Werthe   für   s   zu-

lassen wie  die  Auflösung  dieser ;  woraus  folgt,  dass  die  Grössen

aus   den   Diagoiial-Coefficientcn   in   (20)   und   (21)   genau   so   entstehen
wie   die:

aus   den   analogen   Coefficienten   in   (1)   und   (2).   Es   besitzen   aber   die

Systeme   (20)   und   (21)   gemeinschaftliche   Diagonal  -Coefficienten,

wie   niiin   sieht,   die   Grössen   »S'/,   SJ'   bekommen   daher   ebenfalls   einen

gemeinschaftlichen   ^^'erth   und   zwar   den:

^-(TX+(TX+(ix+--(a   <^^>
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M'oraus   wiederum   folgt,   dass   die   beiden   in   Rede   stehenden   Gioi-

chungssysteme   einerlei   Eliminationsgleichung

F   (.9)   =   0   (24)

hahen,   deren   Coefficienten,   nachdem   sie   in   entwickelter   Form   aufge-
schrieben worden :

s"   +   .4,   s"-'   4-   A.   .s"-2   4-   .   .   .   A„-is   -}-   A„   =   o        (23)

sich   durch   die   Grössen   S   mittelst   der   bekannten   Relationen:

S,   +   A,   =0,     S,   -^   S,A,   +2A,   =0,     .   .     ^„   +   5„_,   A,-\-

+   S,   J„_,   +   w   J„   =   0   (26)
bestimmen.

Die   Kenntniss   des   Umstandes,   die   Systeme   (1)   und   (2)

Hessen   dieselben   Wurzeln   s   als   Auflösungen   zu,   erleichtert   uns   die

Auffindung   einfacherer   Beziehungen  ,   in   welche   die   u   und   v   unter
einander   treten.   Zu   diesem   Ende   bezeichnen   wir   die   einzelnen   Wur-

zeln  der   Eliminationsgleichung   (25)   mit

«1,  s.,,  Ss,  .  .  .  .<?„

ferner   die   einer   derselben   etwa   s^   entsprechende   Reihe   der   n   mit
Ir   If   U   klli,  Uz,  113  ,   .   .    .    M„

und  die  der  v  mit
h   It   h   kVi  ,  Vo  ,  V3     .   .   .  l\

und   behandeln   die   Systeme   (20),   (21),   nachdem   wir   in   ihnen   der

Einfachheit   wegen   die   Ordnungszahl   r=l   genommen,   das   erstere

aber   auf   die   Wurzel   %,   das   letztere   auf   die   s,^   bezogen   haben,   genau

so,   wie   wir   es   im   ersten   Abschnitte   thaten,   um   die   Realität   der   Wur-

zeln  zu   beweisen.   Wir   multipliciren   nämlich   die   geänderten   Glei-

chungen (20)  der  Reihe  nach  mit

Vi\   V,\   V3"  .   .   .   v«"

worauf   wir   sie   alle   addiren,   jede   Verticalcolumne   zu   einem    Gliede

vereinigend.   In   dem   Resultate:

«.'[(l)'-.'+(r>=*+    •(t)^-"']   +

=   s,   (^^^r/   H-   11^"  vJ   -h   w,*t'3*+   .   .   /<„*f„*)   (27)
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erkennen   wir   aber   durch   ein   Zusammenhalten   mit   den   in   beschrie-

bener  Weise   geänderten   Gleichungen   (21),   dass   die   hier   als   Facto-

ren   der   ti   erscheinenden   Polynome   der   «   der   Reihe   nach   ersetzt
werden   können   durch:

«h  t'l'',  Su  vJ\  S,,  Vs'\

Wir   führen   also   diese   Substitutionen   aus,   bringen   dann   die   (27)
auf   Null   und   bekommen   somit:

is,—s,)   («,"   r,"   +   //."   vJ'   +   N,'   r.J'-\-   .   .   n:   r,;')-0     (28)

Zur   Erfüllung   der   (28)   ist   es   aber   nothwendig,   dass   einer   der
Factoren   des   auf   der   linken   Seite   vom   Zeichen   stehenden   Productes

verschwinde.   Der   Factor

ist   aber   wegen   der   Ungleichheit   der   Stellenzeiger   im   Allgemeinen   von

der   Nulle   verschieden,   das   Polynom   der   u   und   v   muss   daher   der   Nulle

gleich   sein,   das   heisst,   es   muss

M,"   Vr"   -f   «2'   t'a"   +   "/   V,"   +     .     .     .     y/„"   V.!'   =   0   (29)

sein;   jedoch   mit   Ausnahme   des   Falles,   wo   U   —   k   wird,   denn   dann   ist

die   Gleichung   (28)   wegen

ohnedies   identisch   erfüllt,   es   wird   vielmehr   alsdann   in   Gemässheit

der   Gleichung   (t>),   die   wir   fernerhin   für   alle   den   einzelnen   Wurzeln

entsprechenden   Reihen   der   n   und   »>   statuirt   wissen   wollen,

^'i"   ^'i'   +   nJ'   rJ-   +   >(,'   rs"   +     •    .    •    u,!'   ?»,.'*   =   1          (30)

Das   Gesagte   gilt   streng   genommen   nur,   wenn   die   Eliminations-

gleichurtg   lauter   verschiedene   Wurzeln   bietet;   fände   nämlich   dies
nicht   Statt,   würden   also   eine   oder   mehrere   der   DilTerenzen

trotz   der   Verschiedenheit   der   Stellenzeiger   der   Nulle   gleich,   so

könnte   man   aus   der   Gleichung   (28)   nicht   mehr   auf   die   entsprechende

(29)   schliessen.   Ähnliches   wie   im   ersten   Abschnitte   bei   den   symme-

trischen Gleichungen  könnten  wir   auch  hier   bezüglich  des   Vorkom-

mens  gleicher   Wurzeln   s   bemerken,   wir   begnügen   uns   jedoch   zur
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Vermeidung   von   Weitläufigkeiten   die   dortige   Annahme,   die   Elimina-

tionsgleiehung   besässe   in   der   Tliat   iiuiter   verschiodone   Wurzein,

aucli   auf   die   hier   beliandelten   Gleichungen   auszudehnen   und   rück-

sichtlich  der   durch   das   Auftreten   gleicher   Wurzeln   etwa   erforder-

liehen  Modificationen   der   Rechnung   auf   den   Schluss   dieses   Abschnit-
tes zu  verweisen.

Es   gelten   uns   also   die   Relationen   :

«i"   Vi""   +   fh""   vJ"   +   Ih""   Va'   +     .    .    .   iC   v„"=   t   (31)

w,"*   V,'   4-   Mo''   v.^   +   Ms"   ^s'   +    •    •    •   iC   '^„"^   0         (32)

gewiss   für   alle    von   einander   verschiedenen   Stellenzeiger   h   und   k.

Wir   leiten   zunächst   aus   ihnen   einige   neue   ab   und   zwar   auf   folgende
Weise:

Wir   multipliciren   die   aus   (31)   und   (32)   durch   Vertauschung

von   k   mit   ;•   und   h   der   Reihe   nach   mit   1,   2,   3   ...   w   hervorgehenden

Gleichungen:

ih''Vi'   +   n/v.,'-\-th'^Vs^-]-    .    .    .   M/v„i   =   0

Ui''  V2~  -^   n-i'  Vo^  -\-  U3''  Vs~  -\-   .   .   .   «„'  ?;„2   =   0

^'i't'i'  +   ^'s'^'i'  +   Ms'i'a'-I-    •   •   •   M„'"t'„'"   =   l   (33)

in   der   Ordnung,   in   welcher   sie   aufgeführt   w   orden,   mit

WuS  n,r,   Mr   •   •   .   M,;'

und   addiren   sie   nachher.     Das   Resultat   wird,   wenn   wir   die   neuen

Symbole

in   Gebrauch   ziehen,   folgendes   sein:

«/   [Uu   Vi]   +   «/   [«u   ih]   +   «^3'   [Wk   V3]   +   •   •   •   «.,'   [%   ^n]   =   %'   (35)

In   diesem   letzteren   ertheilen   Avir   jetzt   dem   r   nach   und   nach   alle
Werthe   von   1   bis   ?i   und   unterwerfen   die   so   neu   entstehenden   Glei-

chungen :

«1  *  [tk  Wi  ]  +  «2  *  [ma  ^2]  +  •  •  •  '<  J  [iik  Vn]  =  Uh  ^

Ui  2  [^/^  Vi]  +  «,2  [Uk  t'a]  +  .  .  .  n,r'  [Uk  v„]  =  «^^

Ui^^[uuVi]-\-   ih^bhVz]   -\-    .    ■    .   uj[UkV„]=   u^^   (36)

?/,"  [m„v,]   -f   «/  [WfcVa]  +    .    .    .    M„"  [/o.r„]   =  M^"
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wieder   einer   Multiplication   aber   mit   der   Faetorenfolge  :

^\\   v,,%  v,,3     .   .    .   r„"

und   nachheriger   Addition,   was   uns   in   Verbindung   mit   (34)   zu

["i»',,]   ["/.'-i]   +   ['i:i'„\   \u,r.,]   -}-   [ii,,r„]   [ii,v,]   +    .   .   .         .g^-.

gelangen   lässt.   Solcher   Gleichungen   wie   (37)   können   wir   uns   aber
dadurch,   dass   wir   sowohl   ft   als   k   die   Reihe   der   natürlichen   Zahlen

durchlaufen   lassen,   offenbar   ti~   an   der   Zahl   verschatTen.   Daraus   nun

und   aus   dem   l'mstande,   dass   diese   Gleichungen   die   Symbole   [«^   ^'i,]

in   verschiedenen   Dimensionen   enthalten,   folgt,   dass   sie   die   Werthe

der   letzteren,   deren   es   ebenfalls   nur   n^   an   der   Zahl   gibt,   vollkommen

zu   bestimmen   fähig   sind.   Es   wäre   nun   gewiss   nicht   leicht,   diese   71"

Gleichungen   allgemein   aufzulösen   und   wenn   schon   dies   bereits

geschehen   wäre   von   den   vielen   Auflösungen,   welche   sie   für   jede

ihrer   Unbekannten   [iiy,   ??,,]   bieten   würden,   gerade   die   hierorts   pas-

sende  auszuwählen   —  denn  eine   kann   es   nur   sein  ,   weil   ja   für   uns

die   Symbole   [u^,   y,,]   nach   (34)   zusammengesetzt   sind   aus   den   durch

die   vorhergehenden   Gleichungen   definirten   Grössen   «   und   v;   man

gelangt   aber   fast   ohne   alle   Rechnung   zum   Ziele   durch   folgende   ein-
fache Überlegung :

Denken   wir   uns,   die   Gleichungen   (37)   seien   bereits   aufgelöst

und   die   Auflösungen   unter   die   Form

[«^r,]='W/   (38)

gebracht,   so   ist   klar,   dass   die   Grössen   TD"   sämmtlich   reine   Zahlen   sein

müssen,   denn   die   Gleichungen   (37)   enthalten   ausser   den   gesuchten

Symbolen   gar   keine   anderweitigen   Grössen,   dass   sie   also   insbesondere

von   den   Coefficienten   (jr^   der   beiden   Systeme   (1)   und   (2)   in   kei-

ner  Weise   abhängen.   Ohne   also   die   Grössen   93'   zu   berühren,   können

wir   die   erwähnten   Coefficienten   beliebig   wählen,   tliun   wir   aber   dies,

so   dass   die   Systeme   (1)   und   (2)   symmetrisch   werden,   so   fallen   uns

den   am   Eingange   statuirton   Gleichungen   (5)   und   (7)   zu   Folge   die

Werthe   der   n   und   0   zusammen,   die   Symbole   [//,,   f,,]   geben   über   in   :

['//.  »*/,J  =  ["/.  f(,,\  =nu '  Hh  -f  Uh-  ii,r  +  .    .    .  '/,"  r,."

und   erbalten   somit   gemäss   den   Gleichungen   (18)   und   (19)   des
ersten   Abschnittes   den   Werth   Nulle,   wenn   h   und   k   von   einander   ver-
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schieden,   hingegen   den   Werth   1,   wenn   dies   nicht   der   Fall   ist.   Com-

hinirt   man   jetzt   das   Gesagte   mit   (38),   so   geht   aus   demsellien   hervor,

dass   wenn   dicTU"   die   hierorts   passenden   Auflösungen   der   Gleichungen

(37)   vorstellen   sollen,   von   ihnen   alle   mit   verschiedenen   Stellenzei-
gern  behafteten   verschwinden,   alle   mit   gleichen   oberen   und   unteren

Stellenzeigern   behafteten   hingegen   der   positiven   Einheit   gleich   sein

müssen.   Die   gesuchten   Auflösungen   der   Gleiehungen   (37)   werden

daher   folgende   sein  :

[Hk  '-a]  =  ^1,!  i'k  -f  iir  i\'  +  y,"^  r,"^  -\-  .    .  iik"  i'k"  =  1       .  g^.
[«Ä i'h]  =  Uk  i'h'  +  «Ä-  ih'~  +  «Ä^  ^A^  +  •    •  «a" i'a»  =  0

erstere   gültig   für   jeden  ,   letztere   für   jedes   Paar   ungleicher   Stellen-

zeiger.   Sie  e.'möglichen  es  uns  die  sämmtlichen  Coefficienten

(tX

auszudrücken   durch   die   u,   v,   und   die   Wurzeln   der   Eliminationsglei-

chung  (2ö).   Zu   diesem   Zwecke   wählen   wir   aus   den   Systemen   (20)

(21)   eine   Gleichung,   welche   den   genannten   C(jefficienteFi   enthält,

etwa   die   //""   in   (20),   beziehen   sie   nach   und   nach   auf   alle   Wurzeln   s

und   nehmen   mit   den   so   bekommenen   Gleichungen   :

(iX"'+(a-'+(T),.-'+--G),-  ""'=-'•■

(I)/"'+(I),.-=+(t)/"=+--(7X''»'=-«-

(lX-'+(lX-'+GX"='+--(7),-""'—  ^^"^

(tX"'"   +   dl"»"   +   (¥),"=■■+   •   -(^X   "■*=■'■■"*"

eine   Multiplication   mit   der   Factorenfolge  :

^'k'.  ?'kS  v^^-  •  •  •  "k"

und   nachherige   Addition   vor.   In   dem   Resultate,   welches   mit   Berück-

sichtigung von  (34)  so  geschrieben  werden  kann:

(4)>..]+(4),['..-j+--(tX[  ']+•••   ,„^

+  s„'  '<*"«*"
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tragen   aber   gemäss   den   Relationen   (39)   alle   CoefOeienten   einen   der

Nulle   gleichen   Factor   bei   sich,   mit   alleiniger   Ausnahme   von   f-j-)

welcher   mit   der   positiven   Einheit   multiplicirt   erscheint.   Dieser   selbst

findet   sich   daher   schon,   wie   verlangt,   mittelst   der   Gleichung:

(y)    =Si''u^^Vk^-^s>''n,,~v,r-j-S3''ith^Vk-'-\-  •   .   ..C'CtV       (42)

dargestellt,   als   Function   der   u,   if   und   der   Wurzeln   der   Eliminations-

gleichung. Zur  Gewinnung  der  Relationen  (31),  (32),  (39)  und  der

Gleichung   (42)   aus   ihnen   war   uns   allein   die   Kenntniss   nothwendig,

die   Systeme   (1)   und   (2)   hesässcn   einerlei   Wurzeln   s,   keineswegs
aber   die   der   Eliminationsgleichung   seihst;   hatte   man   sich   also   davon

auf   irgend   einem   anderen   Wege   als   dem   oben   angegebenen   überzeugt,

so   konnte   man   jetzt   Rehufs   der   Darstellung   dieser   von   der   Gleichung

(42)   aus^jjeiien.   Denn   setzt   man   in   der   letzteren   ä=A-   und   nimmt   als-
dann  mit   ihr   eine   Summalion   nach   dem   Stellenzeiger   k   von   1   bis   n

vor,   so   erhält   man,   da   in   der   Summe   jede   Wurzel   s   sich   mit   einem

Polynome   wie:

die   gemäss   den   Relationen   (31)   sämmtlich   der   Einheit   gleich   sind,

multiplicirt   findet:

.V   +   ,V   +   .V   +   .  .  .   C   =   (I)   +   (I),  +(|)   +   •   •   O,.   (43)

eine   Gleichung,   die   von   Neuem   zeigt,   in   jedem   Systeme   beliebiger

Ordnungszahl   sei   die   Summe   der   entsprechenden   Wurzeln   der

Summe   der   Diagonal-Coefficienten   gleich   und   die   identisch   mit   der

(23)   unmittelbar   zur   Rildnng   der   Eliminalionsglcichnng   führt.
Das   hierzu   dienliche   Verfahren   ist   nun,   wie   aus   den   oben   ent-

wickelten Formeln  zu  ersehen,  genau  der  Form  nach  übereinstimmend

mit   (lern,   welches   wir   im   eisten   Abschnitte   zu   einem   ähnlichen

Zwecke   in   Dezug   auf   symmetrische   Gleichungen   angegeben   haben,

man   berechnet   nämlich   aus   den   Coeflicienten   der   Systeme   (1)   und

(2)   die   aller   höheren   Ordnungen   bis   einschliesslich   der   w*'"   nach

ihrem   Riidungsgesetze  :

(t)..=(tX(t)+(M)+(:X(3)+-(t)X^)

=   (TXG)+(rX(l)+(i)Xi)+-(^X(l)
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dann   luUlirt   man   sämmtliche   Diagonal-Coefficienten   je   einer   Ordiiimg,
um   die   Potenzsummen   der   Wurzeln

^-(ix+(a+(:-i+-e)

zu   ermitteln,   aus   welciien   Elementen   man   schliesslich   mit   Hülfe   der

Relationen   (26)   die   Coefficienten   A   der   Eiiminationsgleichung

s"   +   Ai   .s"-'   -f   A,   .9"--   +   A:,   s"-'   +   .   .   .   J.,   ^   0   (45)

berechnet.

Gehen   wir   nun   üher   zur   Unlersncliiing   des   Vorkommens   reeller

oder   imaginärer   Wurzeln   der   Eiiminationsgleichung   und   deren   Ver-
halten  hinsichtlich   ihres   Vorzeichens   und   numerischen   Werthes.   Im

ersten   Ahschnilte   konnten   wir   uns   zu   ähnlichem   Zwecke   der   Glei-

chung (^a,  40)  mit  einigem  Erfolge  bedienen,  hier  können  wir  dies  mit

der   ihr   analogen   (42)   darin   h   =   Ä-   gesetzt   nicht,   weil   in   der   letzteren

^veder   alle   Wurzeln   s   reell   sein   noch   sämmtliche   Producte   ?<k"   y,,"

einerlei   Zeichen,   das   positive,   nothwendig   tragen   müssen,   wie   dies   bei

den   symmetrischen   Gleichungen   mit   den   dort   auftretenden   Wurzeln   und

Producten   m,,"   %«   der   Fall   war;   es   steht   uns   zur   Ermittelung   allge-

meiner  Bestimmungen   hinsichtlich   der   Wurzeln   nebst   dem   Bildungs-

gesetze der  Coeflicienten  allein  die  Betrachtung  der  Grössen:

'^r   =   .^/   +   s.'   +   .^3'+   ••••C   (46)

zu   Gebote.   Scheiden   wir   die   Wurzeln   in   zwei   Partien,   reelle   und

imaginäre,   nennen   die   ersteren

a,,      (7o,      (7;.       .      .       .

die   letzteren   aber,   welche   stets   nur   als   conjungirte   vorkommen

können,   da   in   der   Eiiminationsgleichung   (45)   sämmtliche   Coefficienten
A   reell   sind,

wobei   wir,   was   immer   erlaubt   ist,   die   Modulle   p   der   imaginären

Wurzeln   als   positive   Grössen   betrachten,   so   nimmt   die   Gleichung   (46)
folgende   Gestalt   an:

Sr   =   pi   cos   (ffi)   -f-   p,   cos   (rfi)   +   p.   cos(r'f.)-\-p.,   cos   {m.)   +   •   .   •

+   ^/-f   ^/+   a/   ^   .   .   (47)

Die   Bögen   y,,   ^2»   ^s   •   •   •   können   nun   zwar   ganze   gebrochene,
rationale   oder   irrationale   Zahlen   sein,   es   wird   uns    aber   in    allen
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diesen   Fällen   mit   einem   beliebig   hohen   Grade   der   Näherung   gestattet

sein,   denselben   folgende   Formen   zu   ertheilen:

n^~   a^K   a^i:
y,     =   ,    fz     =    -^.    ?3     =    '     •    •    •     •'   m   in   m

unter   den   m,   «i,   «2,   (h   •   •   •   ganze   Zahlen   verstanden,   wenn   wir   nur

diesen   letzteren   bezüglich   ihrer   Grösse   keine   Beschränkung   aufer-

legen.  Gehen   wir   also   nach   den   angezeigten   Substitutionen   in   (47)

dem   r   einmal   den   Werth

2  pm
ein   andermal   den

(2/>   +   l)m

unter   p   ebenfalls   eine   ganze   Zahl   verstanden,   so   bekommen   wir,   da
alle   Cosinuse   von   der   Form  :

Cos  (2  p  a  ;r)

der   positiven,   hingegen   alle   von   der   Form:

Cos   [(2;>+   \)   an]

der   negativen   Einheit   gleich   sind,   das   erste   Mal  :

das   zweite   Mal   aber  :

-f    (c7(2/'+*)'"   -|_    01-/'   +   ')'»   +    5^-P+')'»   +   .    .   .)   (49)

Eine   Grenze   der   reellen   und   der   Module   der   imaginären   Wurzeln

geht   nun   aus   (48)   hervor.   Diese   Gleichung   enthält   nämlich   auf

ihrer   rechten   Seite   lauter   positive   Grössen,   es   kann   daher   keine   der-

selben  grösser   sein   als   der   linke   Theil   eben   dieser   Gleichung,

demnach   ist
2p  m

f    ^^2pm

und   zwar   für   ein   beliebiges   p   eine   solche   Grenze.   Aus   dem   Bildungs-

gesetze  der   Coefficienten   höherer   Systeme   (44)   erhellt   aber,   dass

wenn   man   mit   q^   den   numerisch   grössten   der   Coefficienten   im

Systeme   r'"   Ordnung   ferner   mit   Q'   die   grösste   der   durch   passende

Wahl   des   Stellenzeigers   k   und   des   Vorzeichens   eines   jeden   Gliedes
zu   erreichenden   Summen:

±(l)±(!)±(y)±-±(7)
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endlich   mit   Q"   ebenso   die   grösste   der   Summen:

±(1)±(t)±(I)±---±(t)

bezeichnet   einerseits
qr^i<qrQ'   (SO)

anderseits   auch
qr^x<qrQ"   (JiO)

sei.   Verbindet   man   jetzt,   naclidem   man   in   den   Relationen   (SO)   das   r

auf   die   verschiedensten   Weisen   gewählt   hat,   alle   gefundenen   Un-

gleichheiten unter  einander,  so  ergibt  sich

qr<qrQ''   (öl)

und

qr   <q^   Q''   (Sl)

Da   aber   q^   der   numerisch   grösste   Coefficient   im   /""   Systeme   ist,   so
hat   man   auch   offenbar   in   Bezug   auf   numerische   Werthe

also   auch   wegen   (Jii  )
r— 1

Sr   <   nqx   Q'
und

r-l
!^r    <  'i(Ji    Q"

die   gesuchte   Grenze   ist   daher   gewiss   kleiner,   als   jede   der   beiden
Grössen  :

2pm   'ipm
Q   V^'    Q"   V^

r     ()'   T    Q"

diese   selbst   nähern   sich   aber,   da   weder   ^,   noch   die   Q'   und   Q"   das   p

enthalten,   und   die   letzteren   kleiner   sind   als   w^i,   oder   diesem   höch-

stens  gleich,   beim   Wachsthume   der   willkürlichen   Zahl   p   immer   mehr
den   Grössen  :

Q',  Q"

nennen   wir   daher   die   kleineren   derselben   Q   so   ist   dieser   Werth:

Q   (S2)

eine   Grenze,   welche   weder   die   reellen   Wurzeln   noch   die   Module

der   imaginären  ,   falls   man   vom   Zeichen   absieht,   zu   überschreiten

vermöffen.
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Nehmen   wir   jetzt   die   Gleicliung   (49)   vor.   Da   der   Voraussetzung

nach   die   Module   p   sämmtlich   positiv   sind,   so   kann   der   rechte   Theil

dieser   Gleichung   nur   dann   positiv   werden,   wenn   wenigstens   eine

der   reellen   Wurzeln   a   und   zwar   in   üherwiegendem   Masse   positiv   ist.
Besitzt   denniachder   aus   den   Coeflicienten   berechnete   Werth   des   linken

Theiles   eben   dieser   Gleichung   das   positive   Vorzeichen  ,   so   muss

wenigstens   eine   reelle   und   zwar   positive   Wurzel   der   Eliminations-

gleichung   genügen.   Wir   kennen   aher   m   nicht,   können   also   auch

»S'(2   p   +   i)   111   nicht   berechnen,   wohl   aher   ist   so   viel   klar,   dass   diese
letztere   Grösse   für   alle   p   positiv   ausfallen   müsse,   wenn   alle   Coeffi-

cienten   positiv   sind.   Der   einzige   aus   (49)   zu   ziehende   Schluss   ist

demnach   der  :   die   Elimationsgleichung   in   s   müsse   mindestens   eine

reelle   und   zwar   positive   Wurzel   zulassen,   wenn   das   gegebene   Glei-

chungssystem entweder  seihst  Coefficienten  von  durchgehends  positiven

Zeichen   besitzt   oder   doch   in   ein   derartiges   verwandelt   werden   kann  ;

also   auch,   wie   eine   Vertauschung   von   s   mit   —  s   in   den   Gleichungs-

systemen (1)  und  (2)  lehrt,  mindestens  eine  reelle  negative  Wurzel

dann,   wenn   sämmtliche   Coefficienten   negativ   sind.   Die   erwähnte   Um-

wandlung der  Systeme  (1)  und  (2)  aber  lässt  sich  so  wie  bei  den

symmetrischen   Gleichungen   und    nach   derselben   dort   angegebenen

Weise     erzielen,    wenn     das   Zeichen   eines   jeden   Coeflicienteu   ij)

bestimmt   ist   durch   einen   Ausdruck   wie:

+   (_!)?   (10   +   9(10   (53)

unter   f   (Je)   eine   Function   verstanden,   die   für   jeden   Stellenzeiger   k

eine   ganze   Zahl   wird.   Dessgleichen   überträgt   sich   auch   hierher   die

dort   gemachte   Bemerkung   hinsichtlich   imaginärer   Coeflicienteu;   denn

lässt   man   diese   wieder   ausgedrückt   sein   durch   ein   Product   ihres

numerischen   Werthes   in   eine   Grösse   wie   (53),   aber   unter   Annahme

nicht   die   Function   f   (k)   selbst,   sondern   nur   2   f   {k)   solle   stets   eine

ganze   Zahl   sein,   derart,   dass   unter   ihnen   imaginäre   vorkommen   können,

so   führt   man,   so   wie   im   ersten   Abschnitte   unter   (a,   48,   49)   ein

symmetrisches,   auch   hier   das   vorgelegte   nicht   symmetrische   Glei-
chungssystem sehr  leicht  auf  ein  anderes  mit  durchgehends  reellen

Coefficienten   behaftetes   zurück,   Avoraus   folgt,   dass   das   erstere   trotz

seiner   imaginären   Coefficienten   so   lange   keine   imaginären   Wurzeln   s

zulassen   werde,   als   das   letztere   solche   nicht   bietet.
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War   es   nun   I)ei   den   symmetrischen   Gleichungen   von   Interesse

Bedingungen   kennen   zu   lernen,   an   deren   Erfüllung   das   Vorkommen

von   Wurzeln   mit   einerlei   Zeichen   in   der   t^liminationsgleichung

geknüpft   ist,   so   wird   dies   hier   der   gleiche   Fall   sein   mit   denen,

welche,   sobald   ihnen   Genüge   geschehen,   das   Auftreten   wenn   nicht

durchgehends   positiv   oder   negativ   reeller   Wurzeln,   so   doch   solcher
herbeiführen,   deren   reelle   Tlieile   an   Zeichen   nicht   verschieden   sind.

Wir   setzen   also,   einem   schon   gebrauchten   Verfahren   folgend,   in   die

Gleichungssysteme   (\)   und   (2)   r-f-«^   statt   s,   worauf   wir   das   r,   von

dem   sogleich   vorausgesetzt   werden   soll,   was   sich   später   als   erforder-

lich  zeigen   würde,   es   sei   positiv   und   grösser   als   jeder   der   Diagonal-

Coefficienten(-j,   auf   die   linke   Seite   der   Gleichungen   bringen,   und   es

wird   dann,   damit   die   Eliniinationsgleichung   in   s   keine   Wurzel   mit

negativen   reellen   Theilen   liefere,   hinreichend   sein,   dass   die   in   (7   keine

besitze,   deren   Modul   grösser   ist   als   r.   Mit   Rücksicht   auf   die   kurz

vorher   nachgewiesene   oberste   Grenze   der   Module   der   imaginären

Wurzeln   eines   Gleichungssystemes   mit   beliebigen   Coeflicienten   a\   ird

dies   aber   dann   Statt   finden,   wenn   in   den   transformirten   Systemen

(1)   und   (2)   entweder   die   Summen   der   numerischen   Wertbe   aller   je

einer   Horizontalreihe   oder   die   der   numerischen   Werlhe   aller   je

einer   Verticalreihe   angehörenden   Coefficienten   gleich   oder   kleiner
sind   als   r.   Bezeichnen   wir   also   die   Summe   der   numerischen   Wertbe

der   Glieder   einer   Reihe   wie  :

(l),(T).(y),-  •••(:-)

mit   jJk   ferner   eine   ähnliche   Summe   einer   Reihe   wie

(t).(t),(I),---0

mit   pj'   beide   aber   mit   Ausschluss   der   Diagonal-Coefficienten   (^),

so   werden,   weil   in   den   transformirten   Systemen   wegen   der   überwie-

genden   Grösse   des    r   die   Diagonal-Coefficienten    die   numerischen
Wertbe

k
(I)

bekommen,   die   gesuchten   Bedingungen   ofFenber   folgende   sein   :
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oder  die

je   nachdem   man   die   Horizontal-,   oder   die   Verticalreihen   des   einen

oder   des   andern   der   beiden   Systeme   (1)   und   (2)   der   Rechnung   zu
Grunde   legt.   Damit   also   die   Eliminafionsgleichung   in   s   lauter

Wurzeln   mit   positiven   reellen   Tlicilen   liefere,   wird   es   hinreichen,

dass   die   Diagonal-Coefficienten   eine   der   Relationen

(t) >/V   (56)

oder

(t)   =   >  '""   («^)

erfüllen   und   es   werden,   wie   man   sich   leicht   überzeugt,   an   die   Stelle

dieser   Relationen   folgende   treten:

-   (I)   =   >   /'.'   (S8)

und

-   (t)   =   >  '""   («»)

wenn    die    reellen   Tlieile     sämmtlicher   Wurzeln   das    negative   Vor-

zeichen besitzen  sollen.

Darauf   gestützt,   lassen   sich   nun   weiter   Bedingungen   angeben,

die,   wenn   ihnen   entsprochen   wird,   zur   Folge   haben,   dass   in   sämmt-

lichen   Wurzeln   der   reelle   Theil   den   in   j   —  1   multiplicirten,   abge-

sehen vom  Zeichen,  überwiegt,  und  solche  deren  Erfüllung  das  Gegen-

theil   bewirkt.   Jede   Wurzel   wie

s   =   u   ±ß   |/—  1

gibt   nämlich   zum   Quadrate   erhoben

=-s2(a3_|32)   _f   2   a   ß   \   —\

und   es   werden   die   reellen   Theile   der   s~   durchgehends   positiv   oder

negativ,   je   nachdem   für   sämmtliche   Wurzeln   s   die   Relation

oder  die

ß2>a3
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bestellt;   nun   liesitzeii   ahor   die   Systeme   zweiter   Oi'dnmiy   elteii   die   s^

als   Wurzeln,   wir   werden   also,   um   die   erwälinten   Bedingungen   zu

erhalten,   blos   die   schon   oben   unter   (56  —  59)   gefundenen   auf

Systeme   zweiter   Ordnung-   zu   übertragen   haben.   Sie   sind   daher,   wenn

wir   der   Kürze   wegen   mit   />,,   die   kleinere   der   beiden   Grössen

Pi^   und   pi^"   und   mit   y>.,.^   eine   ähnliche   aber   auf   Systeme   zweiter
Ordnung   bezogene   Grösse   bezeichnen,   nachstehende:

ii)r >   P2.k   (60)

und

-p-z.u   (01)-(U

Erfüllen   also   die   Coefficientenf^^   alle   Relationen   der   einen   Art   (60),

so   herrschen   in   den   Wurzeln   der   H^liminationsgleichung   (2o)   die

reellen   Theile   vor   und   es   gibt   unter   ihnen,   abgesehen   von   Wiu'zeln

Nulle,   namentlich   keine   reine   imaginäre   ;   leisten   sie   aber   allen   der

anderen   Art   (61)   Genüge,   so   herrschen   in   sämmtlichen   Wurzeln   die

imaginären   Theile   vor,   und   es   gibt   insbesondere   unter   ihnen,   bei

gleicher   Ausnahme   keine,   welche   rein   reell   wäre.

Wir   wollen   nun   auch   hier,   um   einen   Vergleich   unserer   Methode

mit   der   combinatorischen   hinsichtlich   ihres   praktischen   Werthes

ziehen   zu   köimen,   sehen,   wie   viele   Multiplicationen   oder   Divisionen

erstere   auszuführen   vorschreibt   zur   Darstellung   der   Eliminations-

gleichung (25)  in  Zahlen.

Die   Coefticienten   dieser   Gleichung   entstehen   aus   den   Grössen  /S,

und   diese   wieder   aus   den   Diagonal-Coefficienten   sämmtlicher   Systeme.

Wäre   es   nun   nicht   möglich   zur   Kenntniss   der   [)iag(Uial-Coeflicienten

ii'gend   eines   höheren   Systemes   zu   gelangen   auf   einem   anderen

Wege   als   durch   Berechnung   sämmtlicher   Coeflicienten   der   vorher-

gehenden Systeme,  so  hätte  man,  da  ausser  dem  ursprünglichen  erster

Ordnung   noch   n  —   1   Systeme   höherer   Ordnung   mit   je   n'^   Coeflicienten

erforderlich   sind   und   jeder   Coefticient,   wie   ihr   Bildungsgesetz   (44)

ausweist,    durch   //-Multiplicationen   gevcumen   wird

Multiplicationen   auszuführen,   lediglich   um   die   Grössen   S   zu   berech-

nen.  Die   gesuchte   Gesammtzahl   würde   sich   daher,   weil,   wie   schon

Sit/.li.   (1.   niathem.-naluiw.   CI.   XII.   lid.   V.   Hfl.   65
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einmal   erwähnt   worden      -^--  —  —  1   Miiltiijlicatioiioii   und   Divisionen
fit

nöthig   sind,   um   aus   deniS^   die   Coeflicieaten   A   der     Eliminations-

gleicliung"   zu   linden,   auf:

belaufen.   Glücklicherweise   ist   aber   dem   nicht   so.   Es   lassen   sich

nämlich   die   Coefficienten   der   Systeme   höherer   Ordnung   und   zwar

vom   (   —  -f-   1   V'",   wenn   n   gerade   und   vom   (      .5  [-   iV""   wenn   n

ungerade,   direct   durch   eine   74-malige   Multiplication   gewinnen   aus

je   zwei,   der   so   eben   erwähnten,   vorhergehenden   Systemen.   Man

gelangt   zur   betreffenden   Formel,   entweder   wenn   man   nicht   wie   bis-

her  irgend   ein   System   von   der   Ordnung   (/J+§')   stufenweise   aus   dem
der   ersten   entstehen   lässt,   sondern   durch   Combination   zweier,   deren

Ordnungszahlen   I?   und   ^f   sind,   oder   aber   mittelst   der   Gleichung   (42).

Ersetzt   man   in   dieser   r   durch   j),   k   durch   r,   multiplicirt   sie   darauf   mit

f  -r-  ),,   und   nimmt   sodann   eine   Summation   nach   dem   Stellenzeiger   r

von   1   bis   71   vor,   so   ergibt   sieb:

'■''   S   W   (f),}"  "»'   +   •   •   •   ■

Gemäss   der   Bedeutung   der   Grössen   ii   und   v   ist   aber   :

Sl-^'CBX  =■'.""'■•   s   !'•-  (j)j;  =  «,'  .'*'

es   wird  also  auch  :

und   dies   verglichen   mit   (42),   darin   {p  -\-  ff)   statt   r   genommen,   führt
auf

eine   Gleichung,   die   offenbar   eine   Verallgemeinerung    des    Hildungs-

gesetzes   (44)    enthält   und   deren   Brauchbarkeil   zu   dem   erwähnten

i
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Zwecke   augenscheinlicli   ist.   Die   Zahl   der   erforderlichen   Rechnungs-

Operationen   stellt   sich   demnach   auf   nur:

H'.   y.   0^—1  )   +   .^   .   N   +   —^2^^   ~   *   ^^^^

wenn   w   gerade,   hingeqcn   auf

wenn   ?i   ungerade;   und   es   isl,   so   wie   im   ersten   Abschnitte   hei   den

symmetrischen   Gleichungen,   erweisiicii,   dass   sie   mindestens   von   ge-

wissen, und  zwar  sehr  niedrigen  Werthen  von  u  angefangen  kleiner

sei   als   die   durch   die   combinatorische   Methode   geforderte,   und   dies

wieder   um   so   mehr,   je   grösser   w   oder   die   Zahl   der   aufzulösenden   Glei-
chungen. Es  lässt  sich  aher  auch  die  Umwandlung  der  meisten  Multi-

plicationen   in   Additionen,   aufweiche   wir   bei   den   symmetrischen   Glei-

chungen hingewiesen  haben,  hier  wieder  anwenden,  nur  die  Zahl  der

Elemente,   aus   denen   dann   sämmtliche   Coeffieienten   höherer   Systeme

durch   Addition   hervorgehen,   erleidet   eine   Änderung,   sie   wird   9   n-,   und

es   sind   zu   deren   Gewinnung   8   ii-   Multiplicationen   auszuführen  ,   die

Gesammtzahlen   (64)   und   (6S)   können   daher   für   ein   beliebiges   n   auf:

8   ;,.   +   ILOlHO   _   1   (66)

herabgesetzt   werden;   endlich   gilt   noch   dasselbe   von   der   eben   dort

angegebenen   Controle   der   Rechnung.

Wir   gehen   nun    über   zur   Ermittelung   der   n   und   i\   Bezeichnen

wir   der   Gleichförmigkeit   wegen   mit   (-r)o'   {~r)o   ^^®   unter   (39)

gefundenen   Werthe   der   Symbole   [?<k   i'ij   und   [»^   »'k]'   so   können   wir

die   Gleichung   (42)   nicht   nur   für   alle   Zahlen   r   von   der   Einheit   ange-
fangen gelten  lassen,  sondern  auch  für  r  —  0.  Legen  aber  jetzt  in  der

erwähnten   Gleichung   dem   ;•   nach   und   nach   die   Werthe   0,   1,   2,   3   ...   /<

bei,   so   führen   die   so   entstehenden  :

Si"u,U'u'   +   -^'/''a'-'V-   -1-   .'?3"?/A^^'fr'+   •   .   •   -Va"'*/."   =   (t)
V  /i  y  „

65»
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zunächst   zu   eiiHMii   iieiun   einfacheren   Bildungsgesetze   der   Coefficien-

ten   des   w'""   Systenies.   Miiltiplicirt   nr.ui   nämlich   dieselben   der   Reihe

nach   mit   den   Coeflicicnten   derEliminationsgleichung   vl„,   A„_i   .   .   .   Ai,   i
und   addirt   sie   hierauf,   so   verschwindet   in   der   Summe   der   links   vom

Zeichen   stehende   Theil,   weil   ja   die   Si,   s.   .   .   .   s„   die   Wurzeln   der
letzteren   sind,   man   enthält   daher   als   Resultat:

+   ^"(iX   =  "   («»^

eine   Gleichung,   die   man   symbolisch   auch   noch   so   schreiben   kann  :

/.^{(A)|=o   (69)

Hätten   wir   aber   die   Reihe   der   Wertlie,   uelelie   wir   in   (42)

dem   r   ertheilten,   anstatt   von   der   Nulle   von   diesem   selbst   beginnen
lassen,   so   würden   wir   in   derselben   Weise,   nach   der   wir   zu   den   Glei-

chungen (08),  (69)  gelangten,  auch  noch  folgende  bekommen  haben

(TX..+   ^'(IU,+''=(a,._+---

+   ^"-(tX..+   ^-(tX   =   "

oder   was   dasselbe   ist,   die:

P   \(j%]   =   0   (70)

woraus   zu   ersehen,   dass   das   neue   Bildungsgesetz,   durch   welches

höhere   Coefficienten   durch   alle   jene,   welche   in   u   vorhergehenden

Systemen   dieselbe   Stelle   einnahmen   wie   der   gesuchte   in   seinem   und

die   CoefHcienten   der   Eliniinationsgleicliuiig   ausgedrii(;kt   erscheinen,

sich   auch   auf   alle   die   erstrecke,   deren   Ordnungszahl   grösser   ist   als   ii.

Multipliciren   wir   aber   jetzt   die   Gleichungen   (67)   und   zwar   nur
die   ersten   n  —   1   derselben   der   Reihe   nach   mit   den   durch   die   Relation

Zi!L   _   x„i^-   +   A,i^   s   +   AJ^   .s^   -f   .   .   .   .   A„_,^   s"-'   (71)

dellnirten   Grössen   A   und   addiren   sie   hierauf,so   bekiMumt   in   der   Summe

jedes   der   Producte   m,,   t?,^,   dessen   oberer   Stellenzeiger   von   /ji.   verschie-

den  ist,   die   Nulle   zum   Factor,   während   jenes,   dessen   oberer   Stellen-

zeiger  eben  das   jx   ist,   in   F.   (.sy)   multiplicirt   erscheint,   wir   gelangen
somit   zu :
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woraus

hervorgeht,   eine   Gleichung,   die   olTeiibar   fähig   ist,   dieWerthe   aller   der

Wurzel   s„   zugeordneten   n   und   v   wiederzugehen,   sobald   nur   noch

eine   unter   letzteren   Grössen   stattfindende   Relation   festgesetzt   ist.

Hier   wäre   also   erst   der   Ort,   die   Eingangs   unter   (7)   statuirte

Relation   in   die   Rechnung   einzuführen  ,   dies   ist   jedoch   ganz   üher-

tlüssig   —   es   genügt,   die   noch   je   eine   willkürliche   Constante   ent-

haltenden .f  und  y  darzustellen,  da  es  stets  möglich  ist,  von  diesen
auf   die   u   und   v   zurückzukehren.   Zu   diesem   Zwecke   dividiren   wir

die   (73)   darin   h   mit   k   verwechselt   mit   v,^^,   verbinden   sie   dann   mit

den   Gleichungen   (3),   den   gemeinschaftlichen   Nenner   v^''  f   {^s^^}   in

die   erwähnte   Constante   einbegreifend,   und   bekommen   somit:

während   ein   ähnliches   Verfahren   in   Bezug   auf   die   v   und   y:

liefert.   In   diesen   Formeln   sind   sowohl   die   C,   C   als   der   Stellen-

zeiger  h   willkürlich;   nur   müssen   diese   Grössen   dieselben   bleiben,   so

lange   man   nicht   von   den   einem   bestimmten   [).   zugehörigen   Reihen

dem   oe   und   y   zu   den   einer   anderen   Wurzel   entsprechenden   übergeht.

Benützt   man   auch   hier   die   schon   oft   gebrauchte   symbolische   Be-

zeiehnungsweise,   so   lassen   sich   von   den   Gleichungen   (74),   (75)   die
eine   weit   übersichtlicher

(4)
k

und   die   andere   so   schreiben:

;Vk (77)

Der   vielleicht   zu   wünschende   Rückboweis   dafür,   dass   die   aus   (74),

(7o)   gezogenen   Werthe   der   ,v   und   y   den   zur   Anflösimg   vorgelegten
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Gleichiingssystcinen   (  1   )   und   (2)   wirklicli   Geniige   leisten,   wäre   aber

für   die   .v   etwa   folgender:

Man   multiplieirt   die   Gleichung   (74)   nach   Hinweglassung   des   jx

dei'Kürze   wegen   mit   (yj   und   nimmt   liieiiiiif   mit   ihr   eine   Summation

nach   dem   Stellenzeiger   k   von   1   bis   n   vor,   wodurch   man   mit   Berück-

sichtigung des  Biidungsgesetzes  (44)  zu:

gelangt.   Da   aber   die   A   der   Relation   entsprechen:

SO   lange   ;■   kleiner   ist   als   n,   hingegen   gleich   Null   sind,   wenn   ?•   gleich

oder   grösser   als   n,   so   kann   man   die   (78)   auch   so   schreiben:

s!(B-i:=-smai;-'-      ^,,^

woraus   in   Verbindung   mit   (74)   dai'in   k   din'ch   (j   ersetzt   und   wegen   :

sA„   =   —   A„
auch :

si(i)-i:-'+'"i(a+^<-(a-.+-   w

+-^-(f)+^"(f).i

folgt.   In   dieser   Gleichung   verschwindet   aber,   zu   Folge   der   Relation

(68)   (las   ganze   in   C   multiplicirte   Polynom,   sie   geht   daher   über   in
nachstehende

(f)-   +   (D-   +   (f)-   +   -(7)-—  »   (8,)

und   damit   ist   der   verlangte   Beweis,   der   sich   genau   in   derselben   Weise,

wie   leicht   zu   ersehen,   für   die   y   führen   lässt,   geliefert.

Nachdem   wir   so   auch   für   die   nicht   symmetrischen   Gleichungen
alle   nöthigen   Formeln   entwickelt   haben,   unter   der   Annahme,   die

Eliminationsgleichung   in   s   besitze   lauter   verschiedene   Wurzeln,   liegt

es   uns   nur   noch   ob   zu   zeigen,   dass   ihr   Bestand   keineswegs   abhängig

sei   von   dieser   Voraussetzung,   und   dies   wird   wieder   nur   nothwendig

sein   in   Bezug   auf   das   so   eben   behandelte   Gleichungssystem   mit

beliebigen   Coefficienten,   da   ja   dieses   das   mit   symmetrischen   Coeffi-

cienlen   behaftete   als   speciellen   Fall   in   sich   schliessl.
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Wir   haben   aber   die   erwähnte   Voraussetzung   während   der

ganzen   Reebniing   nur   zu   einem   Scbritfe   benöthiget,   nämlich   zur   Fest-

setzung  der   Gleichungen   (30)   uii(l(3i)   oder   was   dasselbe   ist,   der

(39)   und   Ahleitung   der   (42)   aus   denen   (20)   und   (21)   mittelst   der

(30);   zur   Herstellung   des   verlangten   Beweises   wird   es   also   genügen,

die   Gleichungen   (20)   und   (21)   rückwärts   aus   denen   (31),   (32)

uiui   (42)   eiitsteben   zu   lassen,   jedoch   ohne   die   bewusste   Annahme

dazu   zu   gebrauchen.   Dies   geschiebt   nur   durch   eine   Multiplication

der   (42)   mit   %i^   und   darauf   folgende   Sumination   nach   dem   Stellen-

zeiger  Ar   von   1   bis   n   für   (20)   und   durch   dieselbe   Operation   aber

mit   v^   vorgenommen   für   die   (21);   im   ersteren   Falle   erhält   man

mit   Hülfe   der   Relationen   (31)   und   (32)  :

(7)^'"   '+   (   ^)."''+  (¥)/'='+   •   ■   •   (4)>^=V"'»^   (82)

und   im   letzteren

(t)/"''+(D.''»''+   (t)/"''"+   ■   ■   ■   (t).  "»'=''•'"'"'       <^^>

also   die   Repräsentanten   sämmtlicber   Gleichungen   der   Systeme   (20)

und   (21)   woraus   sogleich   folgt,   dass   sich   die   gegebenen   Systeme

(1)   und   (2)   mit   ihren   Bedingungsgleichungen   (5)   und   (7)   ersetzen

lassen   durch   die   (7),   (31),   (31)   und   (42),   denn   der   einen   wie   der

anderen   sind   wie   leicht   zu   ersehen,   genau   so   viele   als   es   Unbekannte

gibt,   nämlich   %n'^-\-n.   Die   oben   dargestellten   Auflösungen   für   die

n   und   V   müssen   daher,   schon   ihrer   Form   nach,   den   ursprünglich   gege-

benen  Gleichungs-Systemen   (1)   und   (2)   Genüge   leisten,   es   erleidet
demnach   keinen   Zweifel,   dass   sie   dies   auch   dann   noch   thun,   wenn   die

Eliminationsgleichung   in   s   der   Wurzeln   gleiche   bieten   sollte,   es

fragt   sich   nur   mehr,   ob   die   früher   ausgesprochene   Vermuthung  :   es

möchten   für   eine   doppelte   oder   mehrfache   Wurzel   nicht   blos   zwei

oder   entsprechend   mehrere   Reihen   zugehörender   u   und   v,   sondern

deren   eine   weit   grössere   Zahl   die   Gleichungen   (1)   und   (2)   erfül-
len,  sich   bestätige;   dies   ist   in   der   That   der   Fall,   Sind   nändich   etwa

zwei   Wurzeln   .s,   und   .s,   einander   gleich,   so   kann   man   aus   den   Glei-

chungen (67)   die  correspondirenden  Producte  ?/,,i   t\i   und  n^r  v^^
nicht   mehr   einzeln   bestimmen,   sondern   nur   deren   Summe   und   zwar

durch   eine   Multiplication   der   ersten   n  —  1   derselben   der   Ordnung

nach   mit   den   jetzt   durch   die   Relation

(s-a)
-   =   /'o   +   a'iS   +   Aosä   +     .     .    Ä„_2S"-'-   (84)
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in   wolclier   a   die   doppelte   Wurzel   bedeutet,   delinirten   Grössen   X'   «nd

daniuf   folgende   Addition.    D;is   Resultat

siv(^)j;^^   -Kt)

zeigt   deutlich,   dass   noch   eine   Hedingungsgleichung   zwischen   den

?<*,   u-,   y*,   y2   aurgeslellt   werden   müsse,   um   in   Verbindung   mit   (7)
alle   i(   und   v,   die   den   Wurzeln   a   zugeordnet   sind,   einzeln   zu   bestimmen,

und   es   ist   daher   wegen   der   Willkür   diese   Bedingungsgleichung   zu

wählen,   möglich,   unzählige   Doppelreihen   der   u\   u^,   v\   v"^,   zu   finden,

welche   alle   die   Eigenschaft   haben   die   vorgelegten   Gleichungssysteme
(1)   und   (2)   zu   erfüllen.

Was   nun   das   Vorkommen   gleicher   Wurzeln   in   der   Eliminations-

gleichung betrifft,  so  lassen  sich  wenigstens  für  zwei  Fälle  bestimmte
Kennzeichen   angeben.

Sind   nämlich   erstens   alle   Wurzeln   einander   gleich,   so   geht,

wenn   man   ihren   gemeinschaftlichen   Werth   o   nennt,   die   Gleichung   (42)
über  in :

i~kX   =   ^''   ("'/."'ä   +   iih^-th^'   +   ffj,h^k"^   +    •   .   .   ifH">^k")     (86)

und   liefert   dann   gemäss   den   Relationen   (39)

(t).   -   o   (87)

so   lange   h   von   k   verschieden,   hingegen

(t)^   -   ''   (88)

wenn   /i   =   k   genommen   wird,   es   verschwinden   also   sämmtliche

Coefficienten   »nit   Ausnahme   der   diagonalen,   von   welchen   letzteren

aber   alle   einerlei   Ordnung   einen   gemeinschaftlichen   Werth   be-

konunen   und   die   stets   beim   Übergange   von   irgend   einem   Systeme   zu
demnächst   höherem   im   Verhältnisse   von   iia   wachsen;   sind   aber

zweitens   die   Wurzeln,   weim   auch   an   Zeichen   von   einander   verschieden,

doch   an   numerischem   Werthe   einander   gleich   —   und   dies   ist   der

Fall,   aufweichen   wir   im   ersten   Abschnitte   hingewiesen   haben   —   so

geht   die   Gleichung   (42)   in   Bezug   auf   Systeme   ungerader   Ordnung
über  in:

(   n),r+i     -='^''''-*(±>f>.'V     '±U^'^Vk^±Nu'r,^-j-     .     .    .    Ma»Va«)(89)
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eine   Rehition,   in   welcher   der   Zeichenweclisel   der   einzelnen   Glieder

des   Polynoms   der   u   und   i^   dinvli   den   Zeichenwechsel   der   Wurzeln

bestimmt   ist   und   er   den   gemeinschaftlichen   numerischen   Werth   der

letzteren   bedeutet,   in   Bezug   auf   Systeme   gerader   Ordnung   aber   in  :

Hier   verschwinden   also,   da   die   Gleichung   (90)   wieder   gemäss   der
Relationen   (39)

(t%'-o   (91)

für   ungleiche   und

(t%.-^"   (92)

für   gleiche   Stellenzeiger   h   und   k   liefert,   sämmtliche   Coefficienten

gerader   Ordnung   mit   Ausnahme   der   diagonalen,   von   denen   alle   einem

und   demselben   Systeme   angehörenden   unter   einander   gleich   werden

und   die   so   wie   sämmtliche   ungerader   Ordnung   nach   (89)   beim
Übergänge   von   irgend   einem   Systeme   zu   dem   entsprechenden   des

nächst   höheren,   respective   gerader   oder   ungerader   Ordnung,   ein
Wachsthum   im   Verhältnisse   von   1   :   c;^   zeigen.

Der   eine   wie   der   andere   Fall   wird   sich   daher,   da   von   den   ihnen

eigenthümlichen   Relationen   namentlich   die   (87),   (88)   für   das

ursprüngliche   und   die   (91),   (92)   für   das   System   zweiter   Ordnung
gelten,   sehr   bald   verrathen.

b.   Bestimmte   Gleichungen.

Um   die   Auflösungen   der   mit   denselben   Coefficienten   wie   die

unbestimmten   behafteten   bestimmten   Gleichungen   nämlich:

0)
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^/2
(2)

darzustellen   als   Functioneii   der   u,   v   und   der   Wurzeln   s,   unterwerfen

wir   die   erstercn   nach   und   nach   einer   Multiplicalion   mit   den   für   alle

Stellenzeiger   fx   aufzuschreihenden   Factorcnfolgen

Vi^,  ^?2^  V3^  .   .   .   v„v-

die   letzteren   aber   einer   mit   denen  :

und   addiren   hierauf   alle   je   eines   Systems.   Dieses   Verfahren   liefert

uns   mit   Rücksicht   auf   die   Abhäntfigkeit   der   n   und   v   von   den   Coeffi-

cienten   anstatt   der   Gleicbungssysteme   (1)   und   (2)   die   folgenden:

s,   (v\  au  +  vi   a^,   +   vi   .r,   -\-   .   .   v],   ,t„)   -   T   v\   +  t,   r!   +   C=  ri   +   .  .   |„   vi

Si   (v'l   oc^   +   vi   X.   \   vi   .V.   +   .  .   rr.   x,^   =   |,   rj  +  4   v\   +   4   v's   +  .  .   f„   i-,:   ^3%
S3    {v\  .fi  -(-   Wo  •'^3  +  ^3  X'i  -\-    .   .   V\  X„)  =  ̂ 1 1   ?'?  4"  ^'2  ^'ii  +  I3  ^'3  "f"   •  •   C„  "f.

S"  {v\  .r,  -f-  t'2  'i^j  +  ^'."  •«'.!  -|-  •  •  »'»  •''")  =  Ci  ?■"  +  4  '-:  +  Ca  «""  +••!,,  J?"
imd

«1  0^1  .J/i  +  ''l?/2  +  M3*/3  +  •  •  "!,;/„)  =  •'^i  "1  +  v;,//!-!-  r,,  n\-\-  .  .  ■r.,ji\

Si  (w?  yi  +  «2  i/..  +  «': ;/:;  +  .  .  ul  y„)  =  r,,  \i\  +  r,.  ?<i+  o.  ?/:  +  .  .  r,„  «:^

«3  O'i  iVi  +  "2 j!/2  +  « •  //3  4-  •  • "" ü/,.)  =  >5i  "1  +  -r.i  "?+  ^.;   ":;+••  ^" ««  ,  ,  ,
(4)

im   nun   etwa   die   a\   uiul   //,,   zu   ei-mitteln,   multiplicire   man   aber-

mals  die   einzelnen   Gleichungen   des   Systems   (3)    der   Reihe   nach   mit

?<k*       Hy'       n\^   i'k"

Si   S-i   S3   Sa
die   des   Systems   (4)   hingegen   mit:

f**         Va«         Vk^   Vh"

Sj   So   «3   S„
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und   itddire   sowohl   die   einen   als   die   andern.   Gemäss   den   Relationen

(39)   des   vorigen   Abschnittes   führt   dies   aber   auf:

'-   Sl   So   Sn   J

und

oder

(5)

und

2/x

Formeln,   die   nach   Übertragung   einer   eingeführten   Bezeichnungsweise
auf   negative   Ordnungszahlen

für   die   Auflösungen   des   Gleichungssystems   (1):

-   =   (iL^-   +   aL^   +   (l)_,i   +   ----(|)_,u8)
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und   für   die   des   Systemes   (2):

!"   =   (l)_,  "'   +   (t)_,   ■-"   +   (t)_,   ■-'»   +   ■   •   •   •   (tL   '-

y-   -   ({)_,   -■   +   (?)_,  '"   +   (l)_,   "'+■■■•   (f  )_,   ""

als   eiiifacliere   Schreibweise   zu   lassen.   Die   Coefficienten   negativer

Ordniino-szahl   und   namenfli<'h   die   oben   erscheinenden   j^ehen   aber,

Avas   sich   so   wie   bei   den   symmetrischen   Gleichungen   erweisen   lässt,

ebenfalls   in   das   bisher   nur   für   Coefficienten   positiver   Ordnungszahlen

aufgestellte   allgemeine   ßildungsgesetz   ein.   Es   wird   also   auch   die

Gleichung   (70)   des   vorigen   Abschnittes   noch   für   negative   Ordnungs-

zahlen  r   Gültigkeit   haben.    Setzen  wir   aber   in   dieser   r=  — 1

(t)„-,        |-^'(i).,_.       +-Ma-3+          ■■^.-,(l)       +

+   ^'   (iL,   =  "   ('«>

so   gewinnen   wir   aus   ihr

oder   symbolisch

^'^-   ^   C')   ■   i'   "   Tjööj        ''

also   eine   zweite   Darstellung   der   Coefficienten   ^y)-i   '^"^   ^^^^''

bequemer   als   die   (7),   denn   nach   ihr   hat   man   zur   Berechnung   der

genannten   Coefficienten   nicht   mehr   die   Kenntniss   sitnnntlicher   u,   v

und   der   Wurzeln   s   nöthig,   sondern   es   genügt   die   der   Coefficienten

vonn   Systemen   positiver   Ordnungszahl   und   der   Eliminationsgleichung.

Die   Coefficienten   1   ^.   j   _   ,   werden   nun   auch   hier   beim   Verschwinden

einer   oder   mehrerer   Wurzeln   .s-   unendlich   und   die   Auflösungen   (8),
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(9)   nehmen   im   Allgemeinen   dar;in   Theil.   Letzteres   wird   nur   diinn

nicht   eintreten,   wenn   in   Bezug   auf   die   x   die   f,   in   Bezug   auf   die   y
aber   die   r,   in   gewissen   Relationen   zu   einander   stehen,   und   zwar

werden   diese   für   je   eine   Wurzel

.V   =   «   (13)

folgende   sein

o^'   =   t?,^^!   +   v.^   4   +   ^3^   4   +   .   .   .   w.."^   L   —   o   (14)

und

er/'   =   /^,   1-   ?/,   +   ?^/   y.,   +   n.^   y,   +   .   .   .   «/   y„   =   o   (15)

denn   a^   und   !7|j."   sind   die   gemeinschaftlichen   Factoren   aller   bezie-

hungsweise in  (8)  und  (0)  vorkommenden  Briiclie,  deren  Nenner  die

Wurzel   6Y   '«f-   Ist   dies   nun   der   Fall,   so   bekommen   zwar   die   Auflö-

sungen  (8),   (9)   endliche   Werthe,   es   bleibt   aber   in   ihnen   eine

gewisse   Willkür   zurück,   sie   können   nämlich   auf   die   Formen

•'■«   =   '<   +   fh'   'i^   •   .   •   (16)

und

yu   -   }l\   +   fh"   "./   •   •   •   (17)

_   /   II
gebracht   werden,   wenn   man   mit   (/^'   und   <//'   die   Brüche   -^   und   -^

nut   a?k'   und   3^,^'   aber   jene   Bestandtheile,   der   in   (8)   und   (9)   rechts

vom   Gleichheitszeichen   befindlichen   Polynome,   welche   von   nicht

der   Nulle   gleichen   Wurzeln   hernilircn,   bezeichnet,   enthalten   also

unter   dem   Bestände   der   nelatiunen   (13),   (14),   (15)   die   ganz   will-

kürlichen Grössen  <//  und  y^',  von  denen  sowohl  die  mit  einem  als
die   mit   zwei   Accenten   versehenen   der   Zahl   so   viele   sind,   als   der

Nulle   gleiche   Wurzeln   in   der   Eliminationsgleicliung   vorkommen.

Bedient   man   sich   bei   Auflösung   zweier   Systeme   bestinunter

linearer   Gleichungen   wie   (1  )   und   (2)   der   combinatorischen   Methode,

so   beginnt   die   Rechnung   damit   aus   den   Coefficienten   derselben,   die

Determinante   zu   bilden   und   zwar   als   Complex   der   Symbole   (jr)

nicht   aber   als   Zahl.   Dann   ordnet   man   sie   Behufs   der   Auflösung   des

Systemes   (1),   nach   den   Coefficienten   aller   Verticalreihen   eben   dieses

Systemes,   gibt   ihr   also   die   Formen   :
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1111(1   Ueliiifs   dei'   Auflösung   des   Systems   (2),   nach   den   Coefticienten

siininillicher   Vertiealreihen   des   Systems   (2),   gibt   ihr   also   noch   die

Formen  :

.letzt   rechnet   man   die   /j   und   q   in   Zahlen   und   trägt   die   ersteren

in   die   Gleichungen:

M.Vi   =   p\   £,   +   pi   t..     1-   ;/;   i-,     ]-   .   .   p'i   C„

i»^3   ==   i>Hi   +   7^5   4   +   />3   4   +   .   .   7>S   L          (20)

die   letzteren   aher   in   die:

%i   =   ?I   ^1   +   ?^   -n-i   -\-   q\   V73   +   .     .   (j\   -n»

MlJ..    =    ^1    Vy,    -4-    </3   Vy.    +    ^Ü   VJs    +      '      '     ^n    'J«

%3   =   ^i   >?i   +   ^3   V/2   +   ^Ü   >53   +    .    .   ({:   n.   (21)

%n  =  -/i'  ■'ii   4-  q'i  'n:i  +  </."('  ^3  +  •  •  ?;;  VJ„

ein,   ausweichen   sodann   beziehungsweise   dieWerthe   der   Unbekannten

.V   und   1/  gezogen   werden   können.   Vergleicht   man   nun   die   Auflösungen

(20),   (21)   mit   den   von   uns   in   (8)   und   (9)   gebotenen,   so   ergibt
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sich   zunächst   ein   Ziisanimenhang   der   p   und   q   mit   den   Coefficienten

negativer   Ordnungszahl   (  "^  J   _   i   wie   folgt  :

Diese   Relation,   analog   der   (13)   im   zweiten   Abschnitte,   ist   darum

von   einiger   Bedeutung,   weil   sie   uns   zu   einer   Vervollkommnung   der

oben   in   Kürze   angedeuteten,   von   Krammer   für   die   Auflösung

bestimmter   Gleichungen   angegebenen   combinatorischen   Methode,

bestehend   in   einer   Verwendung   derselben   auch   zur   Auflösung   unbe-

stimmter Gleichungen,  gelangen  lässt.

Die   Determinante   il/ist   nämlich,   wie   bekannt,   gleich   dem   letzten

Gliede   der   Eliminationsgleichung   dieses   aber   mit   dem   positiven   oder

negativen   Zeichen   genommen,   je   nachdem   n   gerade   oder   ungerade,
das   heisst,   sie   ist   das   Product   sänuntlicher   Wurzeln   s,   verschwindet

also   eine   der   letzteren   etwa   die   s^,.   und   wir   wollen   dies   für   einen

Augenblick   voraussetzen,   so   reducirt   sieh   offenbar   die   Relation   (22),

wenn   wir   das   Product   aller   übrigen   Wurzeln   mit   M^/   bezeichnen,
auf:

/>.'   -   5'k"   -   ^^,/   •   ''h^^   v^J^   (23)

Nun   ist   aber   klar,   dass   die   Hinzufügung   einer   und   derselben

Grösse   etwa   —   a   zu   sämmtlichen   Diagonal-Coeffieienten   (   y   jkeinen

unmittelbaren   Einfluss   auf   die   Grössen   u   und   v   nimmt,   sondern   weil

sie   aus   den   beiden   Systemen   unbestimmter   Gleichungen   durch   die
Substitution

s=  s'  -\-  cc

also   durch   Einführung   einer   neuen   Unbekannten   der   Eliminations-
gleichung s'  sehr  leicht  wieder  entfernt  werden  kann,  nur  in  so  ferne

als   man   die   erwähnten   Grössen   nach   der   angezeigten   Veränderung

als   Functionen   der   Wurzeln   s'   nicht   aber   der   s   betrachten   will,   dass

also   die   in   den   transformirten   Systemen   irgend   einer   Wurzel

entsprechenden   M  und   v  genau   dieselben   sind,   welche   in   den   ursprüng-

lichen  der   Wurzel   s^   zugeordnet   waren.   Die   Gleichung   (22)   auf   das

transformirte   System   bezogen,   wird   daher,   wenn   man   die   Vertauschung

sämmtlicher    Diagonal-Coeflicienten     [ir)   niit   denen   (   x)   —   "   '"'



den   Grössen   p,   q   und   M   durch   Eiuklnuuneruug   derselben   und   Bei-

fügung des  a  kenntlich  macht,  folgende  sein

[K].-['/a-[^'].i:::::  +  p  +  ^   •   ■   ■   ■   ai   (^*)

Wählen   wir   aber   jetzt:

gleich   einer   der   Wurzeln   s,   so   gibt   es   unter   denen   s'   eine   der   Nulle

gleiche,   nändich   die

Sp.'  =  S|x  —  a

wir   haben   somit   den   unter   (23)   erwähnten   Fall   und   die   Gleichung

(24)   geht,   da   wie   leicht   zu   ersehen

[#].9,-(-l)"   A^(.sv)

und

Mird,   über   in   die:

welche   die   Stelle   der   in\   vorigen   Abschnitte   gefundenen   (73)   vertritt

und   in   Verbindung   mit   der   eben   dort   angenommenen   Relation   (7)

hinreicht   alle   einzelnen   a   und   v   zu   ermitteln.   Was   die   x   und   y   in

der   ihnen   bei   den   unbestinunten   Gleichungen   gegebenen   Bedeutung

betrifft,   so   liefert   die   (25)   für   sie   nachstehende   sehr   einfache

Ausdrücke  :

und

in   welchen   wieder   der   Stellenzeiger   //   mit   der   Einschränkung   nicht

zu   wechseln,   so   lange   man   nicht   zu   den   einer   anderen   Wurzel   ent-

sprechenden .V  oder  y  übergeht,  beliebig  gewählt  werden  kann.  Will

man   also   von   der   hier   gezeigten   Erweiterung   der   combinatorischen

Methode   Gebrauch   machen   zur   Autlösimg   der   unbestimmten   Glei-

chungen, so  hat  man,  sind  die  Determinante  und  ihre  Entwickelungs-

Coeflicienlen   p   und   q   einmal   gebildet   und   die   Wurzeln   der   Elimina-

tionsgleichung gefunden,  nur  mehr  nölhig  in  den  als  Polynome  der

(t)   betrachteten   p,   q   sämmtliche   Diagonalcoeflicienten

C)
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der   Reihe   nach   entsprechend   den   verschiedenen   Wurzeln   s,   durch

(t)

zu   ersetzen;   die   derart   veränderten   Polynome   p   und   q   sind   dann
selbst   schon   die   gesuchten   Werthe   der   Unbekannten   oder   doch   diesen

proportionale   Grössen.

Wir   haben   uns   schon   im   zweiten   Abschnitte   bei   den   symmetri-

schen  bestimmten   Gleichungen   dabin   ausgesprochen,   es   müsse   von

den   zu   ihrer   Auflösung   dienlichen   Methoden,   der   auf   die   combina-

torischen   Eigenschaften   der   Determinante   sich   fussenden   im   Allge-

meinen der  Vorzug  eingeräumt  werden  im  Vergleiche  zu  der  von  uns

dargelegten   —   und   allein   den   Fall   ausgenommen,   das   auf   ein   System

bestimmter   linearer   Gleichungen   führende   Problem   erheische   auch

noch   die   Auflösung   eines   ähnlichen   Systemes   aber   unbestimmter

Gleichungen   —   es   gilt   nun   ganz   dasselbe   bezüglich   der   nicht

symmetrischen   Gleichungen;   ob   aber   die   im   ersten   und   dritten

Abschnitte   oder   die   kurz   vorher   unter   (26)   und   (27)   gewonnenen

Auflösungsfornion   der   unbestimmten   Gleichungen   grössere   Bequem-

lichkeit  bieten,   darauf   liegt   die   Antwort   in   dem  schon  früher   über

die   Bildung   der   Eliminationsgleichung,   also   auch   der   Determinante

Gesagten,   indem   wir   daher   schliessen,   erlauben   wir   uns   nur   noch

darauf   hinzudeuten:   die   ganze   hier   durchgeführte   Behandlungsweisc

algebraischer   linearer   Gleichungen   empfehle   sich   überdies   dadurch,
dass   sie   allen   bei   einem   wie   oben   erwähnten   Probleme   etAva   noch

ferner   nöthigen   Rechnungen   eine   gewisse   Eleganz   zu   verleihen   im
Stande   ist.

Sitzl).   <l.   iiiaUieiii.-nalurw.   Cl.   XU.   IhI.   V.   Uft.   66



|Qj;j^   Spitzer.   Über   die   Kriterien   des   firiissteu   und

Über   die   Kriterien   des    Grössten   und   Kleinsten   bei   den

Problemen   der    Variationsrechnung.

Von   Simon   Spitzer,
Assistenten  und  Privat-Doceutcn  der   Mathematik  am  k.  k.  polytechnischen  Institute

zu  Wien.

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  vom  6.  Mai  1854.)

Der   bedeutendste   Fortschritt,   der   in   der   neuern   Zeit   in   der

Variationsrechnung   geschehen   ist  ,   rührt   von   Jacobi   her.   Dieser

grosse   Analyst   ist   der   erste,   welcher   allgemeine   und   sichere   Regeln

angab,   mittelst   welcher   man   erkennen   kann,   ob   eine   Lösung   eines
Problems   des   Grössten   oder   Kleinsten   wirklich   ein   Grösstes   oder

Kleinstes   gibt,   oder   keines   von   beiden.   Seine   Arbeiten   hierüber   sind
im   17.   Bande   von   Cr   eile's   Journal   in   solcher   Kürze   veröffentlicht,

dass   sie   eines   Commentars   bedürfen,   um   gehörig   verstanden   zu
Averden.   Einen   solchen   lieferte   nun,   vier   Jahre   nach   der   Veröffent-

lichung  der   Jacobi'schen   genialen   Arbeit,   Delaunay   im   6.   Bande

von   Liouville   "s   Journal,   und   man   muss   ,   um   gerecht   zu   sein,

gestehen,   dass   Delaunay's   ausgezeichnete   Arbeit   nicht   wenig   zum

Verständniss   der   Jacobi'schen   beiträgt.
Ich   habe   versucht,   auf   eine   andere   Weise   die   Kriterien   abzu-

leiten,  zu   denen   Jacobi   gelangt   ist,   und   glaube,   dass   der   von   mir

betretene   Weg   einige   Beachtung   verdiene.

^.  1
Es  sei

ü =Jvdx,        v=f   C^^   y,   ?y''   v"   ■   ■   ■   y'"l

es   wird   für   y   eine   solche   Function   von   .^'  gesucht,   welche   Uzu   einem
Maximum   oder   ^liniinum   macht.

Denken   A\ir   uns   diese   Function   bereits   gefunden,   sie   sei   7/=^   (.r).

Duicli   eine   sehr   kleine   Veränderung   dieser   Function   nehme   die

sie   re[iräsontirende   Curve   eine   andere,   von   der   früheren   sehr   wenig

verschiedene   Gestalt   an;   geht   nämlich   y   über   in   y-\-dy,   wo   dy   eine

sehr   kleine   von   x   abhängige   Grösse   vorstellt,   so   geht   dadurch
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