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Uber die Theorie der linearen algebraischen Gleichungen.
g g
Von Yictor Freiherrn v. Lichtenfels.

Bei einem so ausgedehnten Gebrauche wie ihn die mathemati-
sche Analysis auf fast allen ihren Gebieten von den linearen algebrai-
schen Gleichungen zu machen sich gendthiget sieht, konnte es nicht
fehlen, dass dieselben bereits zu wiederholtenmalen als Gegenstand
von Untersuchungen gewiihlt und diese wieder von den verschieden-
sten Standpunkten ausgefiihrt wurden. Dessenungeachtet lisst sich
ihre Theorie noch nicht als zum Abschluss gebracht ansehen, vor-
nehmlich darum, weil zu Folge des, durch die Mannigfaltigkeit der
Anwendung linearer algebraischer Gleichungen wie etwa in der Wel-
lenlehre, Methode der kleinsten Quadrate, Theorie der Maxima und
Minima, Transformation der Variablen u.s. w. bedingten letzterwihn-
ten Umstandes nicht nur gewisse Partien derselben einer tieferen
Durchbildung sich erfreuen als andere, sondern auch deren Verbin-
dung zu einem geschlossenen Ganzen durch einzelne offengelassene
Liicken hintangehalten blieb. Man besitzt namlich allerdings ein von
Krammer herriihrendes combinatorisches Verfahren zur Auflisung
der bestimmten Gleichungen und somit auch zur Herstellung der
Eliminationsgleichung der correspondirenden unbestimmten Glei-
chungen—denn es lisst sich ja dieselbe sehr leicht bilden aus dem
allen erwithnten Auflosungen gemeinschaftlichen Nenner — auech wurde
dieser gewdhnlich mit dem Namen der Determinante belegte Nenner
hinsichtlich seiner combinatorischen Eigenschaften schon mehrfach
untersucht, und von jener Eliminationsgleichung, falls sie einem
symmetrisechen Gleichungssysteme angehirt, ferner bewiesen, sie
lasse nur reelle Wurzeln zu; aber nicht allein entbehrte man aller
Vorkenntnisse iiber Grisse und was inshesondere wichtig erscheint
ither die Zeichen solecher Wurzeln, es fehlte auech an einer einfachen
und zweckmiissigen Methode zur Ermittelung der Unbekannten aus
den unbestimmten Gleichungen.

Da nun der Verfasser Gelegenheit hatte die besprochenen Miingel
zu fithlen, so ward es sein Bestreben denselben doch in etwas abzu-
helfen. Die erzielten Resultate nun darzulegen, ist der Zweck nach-
folgender Blitter.
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Man findet in denselben nach Durchfiihrung einer Eintheilung der
linearen algebraischen Gleichungen, deren Bezeichnungen wir bereits
gebrauchten, wenn oben von symmetrischen, bestimmten und unbe-
stimmten Gleichungen gesprochen wurde, und nebst einer, aus den im
letzten Abschnitte entwickelten Formeln hergeleiteten Completirung
der von Krammer fir die Auflosung hestimmter Gleichungen ange-
gebenen combinatorischen Methode, den Nachweis ihrer Verwendbar-
keit auch zur Auflosung der unbestimmten Gleichungen enthaltend,
zuvorderstein eigenthiimliches uniformes Verfahren die unbestimmten
und mittelst der dabei gewonnenen Grossen auch die correspondirenden
bestimmten Gleichungen aufzulosen, ferner damit in engstem Zusam-
menhange eine, die bisher gangbare an Bequemlichkeit iibertreffende
Methode die bewusste Eliminationsgleichung herzustellen und end-
lich eine gewisse Zahl von Kennzeichen zur Beurtheilung ihrer zu
erwartenden Wurzeln.

Sind P,, P,, P;,...P, homogene nach den Unbekannten die
wir mit @y, @, @;...x, bezeichnen woilen, lineare Polynome, so ist
die allgemeinste Form linearer algebraischer Gleichungen :

I)l = 1}19 P2 =1}2, P3 = 1)3,- . vIJ,. e p" (l)

wo die py. pas Pss. - .p, Grissen bedeuten, welche die Unbekannten
nicht mehr enthalten. Diese Gleichungen sind ihrer Zahl nach zur
Bestimmung der Unbekannten als endliche Werthe nothwendig und —
denn nur fir besondere spiiter noch zu erwihnende unter den in
ihnen erscheinenden Coéfficienten statthabende Relationen horen sie
auf dies zu sein — ihrer Form nach auch hinreichend, wenn von den
Grossen py, pas ps»- . .p, wenigstens eine von der Nulle verschieden
ist. Verschwinden hingegen alle p, nehmen also die Gleichungen
die Gestalt:

n

P|=O,P2=U,P3=O,-..P=f) (2)

an, so werden sie unter eben der oben erwihnten Beschrinkung
und abgesehen von der besonderen Auflésung Nulle fiir alle Unbe-
kannten ungeniigend oder unméglich. Eliminirt man némlich im
letzteren Falle, nachdem man eine Division siammtlicher Gleichun-
gen durch eine der Unbekannten, etwa a, vorgenommen hat, alle

2 2. e S - Sy .
entstehenden Quotienten l—"' it was immer moglieh ist,
£y .‘1 &

da in den » Gleichungen (2) der Quotienten nur 2 — 1 an der Zahl
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erscheinen, so ergibt sich eine lediglich aus den Coéfficienten, mit
welchen die Unbekannten in den Polynomen Py, P, P;, ...P, ver-
kniipft waren, zusammengesetzte Bedingungsgleichung:

e (3)
an deren Erfillung offenbar die Moglichkeit des Zusammenbestehens
der urspriinglichen gebunden ist.

Sollen demnach die Gleichungen (2) eine Auflisung zulassen,
so muss die (3) entweder eine identische sein, oder es muss uns, um
denselben Geniige zu leisten, wenigstens einer der in ihr enthaltenen
Coéfficienten zur beliebigen Verfiigung iiberlassen werden. Im ersteren
Falle, der, wie leicht zu ersehen, die friiher erwihnte Ausnahme
bildet, gibt es unter den Gleichungen (2) oder was dasselbe ist,
unter den Polynomen P, P,, P;, ... P, nur n — 1 von einander
verschiedene, welche durch die obbesagte Division ohne Miihe in
Gleichungen von der Form (1) verwandelt werden kionnen — eine
besondere Betrachtung ist daher hier nicht erforderlich— wohl aber
gibt zu einer solchen Veranlassung der zweite, namentlich wegen des
in ihm nothwendigen willkiirlichen Coéfficienten. Nennen wir den-
selben s, eine Bezeichnung, die wir auch im Folgenden stets beibe-
halten wollen und setzen voraus, er komme in allen Polynomen P, P,,
P;. . .. P, iiberhaupt nur mit m ven einander verschiedenen Unbe-
kannten, welche die 2, x,, 3, . . . @,, sein miogen, als Factor ver-
bundenvor, so kinnen wir leicht die Gleichungen (2) in zwei Gruppen
scheiden, deren eine nur die Unbekannten @y, @,, 23, . . . @, sammt
dem willkiirlichen Coéfficienten s enthalt und daher zur Bestimmung
eben dieser Grissen dient, withrend aus der anderen die Werthe der
Lmits Cmp2s Tmt3s -« - L, gezogen werden konnen, sobald man in
dieselbe die des s und der x,, x,, @5, ... 2, aus der ersteren
substituirt hat. Bezeichnen wir nun mit

Biy By Bvivils Bio e X Fastio nie il

nach den Unbekannten @y, @,, @5, ..., homogene und lineare
Polynome, ferner dhnliche jedoch nur die @,4y, Xpni2, Tugts, . . .2,
enthaltende Ausdriicke mit:

Ql’ Q-"’J QS’ .« v Qu—m
so ist:
Bi=381;," By—axs} By—082, ¢ R Bl—=sr (4)
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die einfachste Form, auf weleche die erste und:

()1:1'“ 023?.2! Qli:?'ﬂ.- ¢ S DL Qﬂ—ﬂl=1'“—”‘ (5)

auf welche die zweite gebracht werden kann. Von diesen Gleichun-
gen gehoren die (5). da offenbar nicht simmtliche » der Nulle gleich
sein konnen, falls nicht alle @,, @,, @;, . . . @, aus den Polynomen
Py, P,, Py, ... P, ginzlich verschwinden sollen, zur Gattung der
bereits unter (1) aufgefiihrten, dagegen hilden die (4) eine von der
so eben erwihnten wesentlich verschiedene. In Ermanglung einer
passenderen Bezeichnungsweise nun werden wir diese, da wegen der
Homogenitit aller ihr untergeordneten Gleichungen in Bezug auf die
Unbekannten nur deren Verhiltnisse aus ilir gezogen werden konnen,
mindestens eine derselben, die also stets willkiirlich bleibt, die der
unbestimmten, jene hingegen, bei welchen ein derartiges Verhalten
riicksichtlich der Unbekannten nicht stattfindet, die der bestimmten
Gleichungen nennen. Ausser dieser Eintheilung der Gleichungen in
bestimmte und unbestimmte treffen wir noch die derselben in s ymme-
trische, und nicht-symmetrisehe, und zwar sollen die Glei-
chungen symmetrisch dann heissen, wenn die Polynome Pin (1) oder
die B in (4) so beschaffen sind, dass, was immer fiir Stellenzeiger
unter k& und % verstanden werden, stets der Coéfficient von a2, im A'*"
Polynome gleich ist dem Coéfficienten von @, im £'". Man konnte nun
vielleicht erwarten, die symmetrischen Gleichungen als besonderen
Fall unter die mit beliebigen also im Allgemeinen nicht symmetrischen
Coéfficienten behafteten subsummirt zu finden. Wir haben aber die
symmefrischen Gleichungen vorausgeschickt, denn nicht nur ergaben
sich uns zuniichst bei diesen die meisten Resultate, die wir erst
spiter auf die nicht-symmetrischen zu iibertragen versuchteus, es
besitzen auch die symmetrischen Gleichungen ein so vorwiegendes
Interesse, dass es gerechtfertigt erscheinen muss, ihre Theorie isolirt
hinzustellen. Aus demselben Grunde haben wir die symmetrischen
Gleichungen etwas ausfiihrlicher behandelt und uns dafiir bei den
nicht-symmetrischen, namentlich beziiglich alles dessen, was von
jenen auf diese iibertragen werden konnte, kiirzer gefasst; bei den
einen wie den anderen aber mit den unbestimmten Gleichungen
den Anfang gemacht, und dies erklirt sich von selbst, denn es wird
ja eben hier die Auflosung der bestimmten Gleichungen auf die der
unbestimmten zuriickgefihrt.
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A. Gleichungen mit symmetrischen Coéfficienten.
a. Unbestimmte Gleichungen.

Fiithren wir, um die unter den Coéfficienten herrschende
Symmetrie stets vor Augen zu haben, das Symbol:
(h k)
ein, dessen Werth sich nicht @ndern soll durch eine Vertauschung
der in ihm enthaltenen Stellenzeiger 4 und £, so ergibt sich ein System
wie folgt :

MDD, + A2 2.+ (A3) s+ .. . (12) =3 2,
ChHz+ 22)z.+ 23) s+ ... (20) z,=3 x,
Bl)z+ 32)x.+B3) s+ ...03n) wv,=s2; (1)

(1) 2y + (v2) @, + (3) &5 + . . . (nn) @,=s @,
als Reprisentant der hier zu betrachtenden Gleichungen.
Nach der bisher iiblichen Methode, soleche Gleichungen aufzu-

[6sen, bildet man zuerst die in der Einleitung erwihnte Eliminations-
gleichung. Dieselbe erscheint nun bekanntlich unter der Form

el —0 (2)
in welcher F eine ganze rationale Function yom #'" Grade bedeutet
und liefert daher im Allgemeinen » verschiedene ‘Werthe fiir s, die
man nach und nach in die Gleichungen (1) eintrigt. Da nun
der Effect einer solchen Substitution offenbar der ist, die n-Glei-
chungen (1) auf »—1 von einander verschiedene zu reduciren, so
kann man nach ihrer Vollziehung irgend eine der Gleichungen (1)
hinweglassen und die iibrig bleibenden mittelst einer Division
durch eine der Unbekannten in bestimmte verwandeln. Diese
Methode fiithrt demnach die unbestimmten Gleichungen auf ihn-
liche bestimmte zuriick, wihrend sie fiir diese eine directe Auf-
losung voraussetzt — nicht so unsere, welche im Gegentheile eine
directe Losung der unbestimmten liefert und aus den hiebei
gewonnenen Griossen ohne sonderlichen Reehnungsaufwand die
Auflosungen dhnlicher bestimmter zusammensetzt.

Um die in den Gleichungen (1) liegende Willkiir hinsicht-
lich der Grissen 2y, @5, @3 ... a,, denn nur deren Verhiltnisse
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werden durch sie bestimmt, zu heben, fithren wir mittelst der
Substitutionen:

2, = Cuy, 2o = Ctty, 23 = Cutg, . . . x, = Cu, (3)

die neuen Grossen u,, u,, u#; . ..u, ein, wobei es klar ist, dass
wir dieselben wegen des unbestimmten Factors € einer neuen
beliebigen Bedingungsgleichung unterwerfen diirfen.

Zur Herstelling der moglichsten Gleichférmigkeit in den zn
entwickelnden Formeln ist es am besten fiir dieselbe folgende zu
wihlen :

Uty + Us o +uyus - . . U u,—'1 (%)

Jedes u durchliduft aber, wie aus dem Vorhergehenden zu
ersehen, eine Reihe von » verschiedenen Werthen, entsprechend
der Reihe der Wurzeln der Eliminationsgleichung (2). die wir mit:

Syy Szs Sz - 0 8- .0 8,

bezeichnen wollen. Um nun auch diese zu unterscheiden, werden
wir jedem u, welches der Wurzel s, zugeordnet ist, rechts oben den
[ndex £ beifiigen, wihrend wir einem Potenz-Exponenten erst
dann diesen Platz einriumen, nachdem das betreffende « mit Klam-
mern versehen worden; es bedeutet also im Folgenden z. B. "
den zur Warzel s, gehorenden Werth von u,, hingegen (u,")" die »*
Potenz desselben. Dieser Schreibweise gemiss nimmt die Glei-
chung (4) folgende Gestalt an:

(") + (") + (") + . . . (wf)2 =1 (5)

und reprisentirt so eine Reihe von n-Gleichungen, die man aus (5)
erhilt, wenn man fiir den Index /£ alle ganze Zahlen von 1 bis # in
dieselbe eintrigt — denn wir wollen die Gleichung (4) fiir alle
Wurzeln bestehen lassen.

Wir bemerken ferner noch, dass die Gleichungen (1) in Ver-
bindung mit denen (3) und (5) zwar die numerischen Werthe so
wie die Zeichenunterschiede simmtlicher «# vollkommen bestimmen,
das Zeichen einer dieser Grossen aber noch willkiirlich lassen —
doch werden wir erst weit spiter Gelegenheit haben, diese Be-
merkung zu bentthigen.

Nachdem wir so das Problem miglichst pracis gefasst haben,
schreiten wir zur Untersuchung. Als Ausgangspunkt fir diese
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gebrauchen wir den schon bekannten Satz, die Eliminationsgleichung
in s lasse fiir dieses blos reelle Werthe als Wurzeln zu. Da aber
der Beweis dieses Satzes, wenn schon an und fiir sich interessant,
eine erhohte Wichtigkeit fir uns besitzt und wir ihn iberdies
auf etwas einfachere Weise als bisher geschehen, zu fiithren im
Stande sind, so wollen wir ihn reproduciren. Zu diesem Zwecke
ersetzen wir in den Gleichungen (1) alle darin enthaltenen Grissen u
durch die der £"" Wurzel zugehorenden und bekommen so:

ADw*+ (12) w'* + (A3) uw* + . . . (1n) w* = s, u*
1) w4+ (22) w* + 23) ws*+ ... (22) u! = 8, w,”
(31) w* + (32) w." 4+ (33) ws* + . . . Bn) w,* = s, us* (6)

I

(D) u + r2) w"+ (v3)ws" + . . . (nn) u = s,
darauf multipliciren wir diese Gleichungen der Reihe nach mit:

h h h h
W, Uy st o v L

addiren sie und vereinigen alle Bestandtheile einer Vertical-Columne
zu einem Gliede. Das Resultat ist folgendes:

w® [(11) w* + (12) "+ . . . (1 %) o] +
+u* [(21) w" + (22) w4+ ... ) w] +... (V)
s [ e TR T SR T
Jetzt verwandeln wir in den Gleichungen (6) den Stellenzeiger £
in /i, was offenbar erlaubt ist. Dabei zeigt sich denn, dass die auf
der linken Seite der Gleichung (7) als Factoren erscheinenden
Polinome identisch sind mit den links vom Gleichheitszeichen
stehenden Theilen der in erwiihnter Weise modificirten Gleichungen
(6) also auch der Ordnung nach ersetzt werden kinnen durch:

h h
8® w9 Wt sl @ ks
Fiihren wir nun diese Vertauschung aus, so geht uns die (7)
iiber in die gesuchte Endgleichung :
k h i
Sno(u” w + wk w4 . wt u)
= 8 (" "+ w w4 . .. w¥ ul (8)
aus welcher sich der in Frage stehende Satz, mit Riicksicht auf den
Umstand, die Eliminationsgleichung (2) kiénne aus lauter reellen



9_’1,2 Lichtenfels.

Grissen durch Addition und Multiplication entstanden, nur reelle
Coéfficienten besitzen und demnach hiochstens conjungirte imaginiire
Wurzeln zulassen, in folgender Weise ergibt: Die Voraussetzung
eines Paares conjungirter imaginirer Wurzeln wie

Si=p+qvV—1 ;8 =p—gq¥—1

bringt es mit sich, dass auch die ihnen zugeordneten #" und «* als
rationale Functionen dieser Wurzeln und der Coéfficienten dessgleichen
eine Form bekommen wie:

=+ B.¥—1; u=a—8v—1

unter « und 3 reelle Grissen verstanden. Die Einfithrung dieser
Annahmen in die Gleichung (8) liefert aber die neue:

29 (A& ¥ a ' Bl = i BV —1=0 (9)

zu deren Bestande erfordert wird, dass entweder das in ihr als Factor
erscheinende Polynom der  und B oder die Grisse ¢ der Nulle gleich
sei. Ersteres ist aber, da der Voraussetzung nach, alle & und $ reell
sind und nicht zugleich verschwinden kinnen, ohne dass dies auch in
Widerspraeh mit der Gleichung (5) bei simmtlichen #" und «* ein-
trite, unmoglich; man wird also haben miissen

g=20 (10)

eine Relation, welche offenbar die Realitit saimmtlicher Wurzeln der
Eliminationsgleichung (2) beweist.

Dies ist jedoch nicht die einzige aus der Gleichung (8) zu zie-
hende Folgerung — eine andere von nicht minderer Wichtigkeit fiir
uns ist nimlich die, dass auch fiir reelle aber ungleiche Werthe von
s, und s, die erwihnte Gleichung nur unter der Voraussetzung
bestehen kinne, das in derselben als Factor erscheinende Polynom
der «" und «"* sei der Nulle gleich. Es miissen also die aus (6) zu
ziehenden Werthe der u fiir zwei verschiedenen Wurzeln angehorende
sonst aber beliebige Stellenzeiger A und £ die Gleichung :

u® u® 4w w4 w4 i ulult=10 (11)

erfiilllen. Gibt es aber unter den Wurzeln der Eliminationsgleichung
doppelte oder mehrfache und sind s, und s, ein solches Paar gleicher
Wurzeln, so wird die (8) eine identische und es ist nicht mehr erlaubt
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zu schliessen, das entsprechende Polynom der u sei der Nulle gleich,
ja man kinnte sogar leicht auf die Vermuthung gerathen, fiir gleiche
Wurzeln wiirden auch die zugehorigen » zusammenfallen und das
erwiithnte Polynom werde der unter (5) statuirten Relation gemiiss der
positiven Einheit gleich— dem ist aber nicht nothwendiger Weise so.
Betrachtet man nidmlich einen speciellen Fall, etwa die bekannten
drei Gleichungen des Polarisations-Ellipsoides, so zeigt sich, dass das
Eintragen einer doppelten Wurzel der Eliminationsgleichung in
jene, dieselben nicht, wie es im allgemeinsten Falle, das heisst, beim
Vorhandensein dreier verschiedener Wurzeln geschehen sollte, auf
zwei von einander verschiedene reducirt, sondern nur auf eine.
Dies macht es uns miglich die betreffenden » einer nenen Bedingungs-
gleichung zu unterwerfen und zwar fiir jede der gleichen Wurzeln
einer verschiedenen, was zur Folge hat, dass die beiden gleichen Wur-
zeln entsprechenden zwei Reihen der « nicht zusammenfallen. Ja man
kann es selbst mit einer solchen Bedingungsgleichung leicht erreichen,
dass diese zwei Reihen der u eine Gleichung wie (11) erfiillen. Um
bei dem erwiithnten Beispiele zu bleiben, so wird das Ellipsoid fiir zwei
gleiche Wurzeln ein Rotations-Ellipsoid und die correspondirenden u
sind die Cosinuse der Winkel, welche eine durch den Mittelpunkt des
Ellipsoides gehende in der Aquatorial-Ebene gelegene Linie mit den
Coordinaten-Axen einschliesst, und wir kinnen stets verlangen, dass
eine solche Linie gemiiss der ersten Bedingung eine bestimmte Lage
in der Aquatorial-Ebene habe und eine zweite gemiiss der zweiten
Bedingung auf der ersteren senkrecht stehe. Diese Betrachtungen
erregten in uns die Vermuthung, das Vorkommen einer vielfachen
Wurzel werde uns ganz allgemein gestatten, der Bedingungs-
gleichungen eine solche Anzahl aufzustellen, dass dadurch nicht
nur die den gleichen Wurzeln entsprechenden Reihen der « gezwungen
werden kinnen, auch unter einander Relationen.wie (11) einzugehen,
sondern, dass uns deren noch mehre zur Erreichung anderer Zwecke
zu Gebote blieben. Wir fanden diese Ansicht auch spiter bestitiget,
da aber der Beweis fiir ihre Richtigkeit hierorts noch nicht beige-
bracht werden kann, so wollen wir in Folgendem einstweilen von der
Voraussetzung ausgehen, die Eliminationsgleichung in s besitze in der
That lauter verschiedene Wurzeln und behalten uns die Verification
der gewonnenen Formeln fir den Ausnahmsfall gleicher Wurzeln
einem spiiteren Abschnitte vor.



944 Lichtenfels.

Nach dieser Annahme gelten uns die Relationen

[

w®w® - wst ut -t st - s wlt = (12)
fiir alle Stellenzeiger £ und die
w® w4 wt sttt wf =0 (13)

fiir alle ungleichen Stellenzeiger A und k.

Sind nun
ffo £red Sl

eine Reihe independenter, hingegen
Oy, 0530 s 20

eine von der vorhergehenden durch die Gleichungen:

f, = w10y + w20, + 4304 + ...uwy" 0,
tp = et Oy + w2 0 + w2 03 + . .. w," 0,
ts = uz? Oy + 4> 0, + 433 03 + . . . ug” O,
(14)

th =110 +u?0, + u,305 I . ..u0;
abhingig gemachte Reihe von Grissen, so findet sich leicht, wenn man

die (14) der Ordnung noeh mit w, 1, .1, u;*, . . . w,* multiplicirt und
darauf addirt, mit Beriicksichtigung der Relationen (12) und (13)

'h‘-li ff + ?!’-21 tg + 7431 t.'j + LA ?"ni tn = 01 (15)

und durch dieselbe Operation mit anderen und anderen Reihen der u

auch :
'H]z tj + ?622 tz + ?!'-32 83 + PR 'léuz tn - 02
Wb+ w3t F w3ty 4+ ... u3t, = 04

(15)

Ut u" s+ "t ... ult, =0,

Quadrirt man nun alle Gleichungen (14), und addirt sie, so zeigt sich
wieder zu Folge der Relationen (12) (13)

Lot 40 F . 2 = 00 + 0,04 0yt o iRulie)
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hingegen durch ein dhnliches Verfahren mit den Gleichungen (15

021 0.2 0.2 .. 02 =12 (' wyy Y - u g 4+ . u” ™)
+ 62 (! 4 w2 w? . " w") + 62 (up T us! F ug? w2+
"wg") + 26 6 ('t wt - w® e w ") 2 (g gt
+ wtu2 4 ... " ") 4 ... (17)
Ein Zusammenhalten der unter (16) und (17) fiir die Summe
der Quadrate der Grissen O erhaltenen Ausdriicke liefert aber jetzt
wegen der Independenz der Grissen ¢ die neuen Relationen:

w4+ w2t uwdud 4 ... utu” =1 (18)
wry + el +wdtud 4. wt e =0 (19)
erstere giiltig fiir alle letztere fiir jedes Paar ungleicher Stellen-
zeiger. Die Gleichungen (12), (13), (18), (19), sprechen die
innige Verwandtschaft der Grissen u, #% an der Zahl aus, indem sie
zeigen, dass dieselben in alle jene Beziehungen eintreten, in welchen
die 3*=9 Cosinuse, welche die Transformation orthogonaler Coor-
dinatensysteme vermitteln, zu einander stehen.
Auf diese Gleichungen gestiitzt kinnen wie jeden Coéfficienten
(2 k) darstellen als eine Function der « und der Wurzeln s. Wihlen
wir zu diesem Zwecke aus dem Gleichungssysteme (6), nachdem
wir darin £ durch » ersetzt haben, eine Gleichung, welche den ge-
genannten Coéfficienten enthilt und ertheilen darauf dem 7 alle
Werthe von 1 bis #, so werden wir nachstehende Reihe von Glei-
chungen bekommen:
(B wt + (k2) wot + (k) wst + . . . (k%) u,t = 8y u,!
(k1) w*+ (k2) w.? + (k3) ws? + - . . (k%) u,2 = s, w2
(k1) wyd 4 (k2) ud + (k3) ug® + . . . (kn) u,® = s; 43 (20)

. - .

{

. . . - - . . - -

(k1) .u,“ + (£2) z-e:“ +— (k3) ws" + . .. (kn) u" = s, w

Multipliciren wir jetzt dieselben in der Ordnung, in welcher sie
angesetzt wurden mit 2,1, .2 «,® ... u" und addiren sie hierauf
je eine Vertical-Columne zu einem Gliede vereinigend, so gelangen
wir zu der Gleichung:

(k1) (2(1’ u,! + wrw? .. "t wg) + (B2) (uet wit + wy? w4+
")+ - (RR) (it wt - wdwl... uud) .

(An) (u’n uly, + u?, u’*,, + . W) = 8 ul uly 8 ?:.~hat~,,+

8 Wl uh - ... s (21)
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in welcher mit Hiilfe der Relationen (18), (19), die Factoren aller
Coéfficienten verschwinden, mit Ausnahme jenes von (%%), welcher
der positiven Einheit gleich wird.
Der genannte Coéfficient zeigt sich daher mittelst der Gleichung :

(hk) = sy wat wt + 82 M w4+ 85 w,d wd + . . . 8, wt w? (22)
wie verlangt worden, ausgedriickt durch die « und die Wurzeln der
Eliminationsgleichung. Nehmen wir nun in (22) A gleich £ und legen
diesem Stellenzeiger nach und nach die Werthe 1, 2, 3, . . = bei,
so bekommen wir eine Reihe von Gleichungen

(A1) = s (ut)? + 8 (w)? + 8 (u3)2 + . . . 8. (4")?
(22 8 (uts)? 4 s (u%)? + 85 (ud)2 4+ ... 8, ()2

(33) = s (uh)*+ 3 (w%)* + s (w%)* 4 . . . 8. (%) (23)

I

(rr) = 8 (L2 4 s (@) -+ 8 (uh)® -1 -5 - s (2R
deren Summe sich, wenn man Riicksicht nimmt auf die fiir alle Stel-
lenzeiger k geltende Relation (18), folgendermassen einfacher schrei-
ben léasst:
st 8+ 8 4 .- - 8 =(11) +(22) + (33) 1. . . (nn) (24)
und so eine besondere Abhdngigkeit der Wurzeln der Eliminations-
gleichung von den Coéfficienten, welche einen Stellenzeiger doppelt
enthalten, zu erkennen gibt. Da nun solche Coéfficienten — von der
Form (kk) — in allen Systemen unbestimmter Gleichungen einen
entschiedenen Yorzug behaupten, so wird es nicht iiberfliissig sein
dieselben auch durch einen eigenen Namen, dem der Diagonal-
Coéflicienten, auszuzeichnen. Der aus (24) zu ziehende Lebrsatz wird
dann so ausgesprochen werden kinnen: ,,Die Summe der Wurzeln
der Eliminationsgleichung eines symmetrischen Systemes unbestimm-
ter lincarer Gleichungen ist gleich der Summe seiner Diagonal-
Coéfficienten.* Wir werden durch denselben auf den Weg gewiesen,
die Eliminationsgleichung selbst folgendermassen darzustellen.

Wir multipliciren in dem als allgemeines Schema dienenden
Systeme:

A1) wy + (12) us + (13) s + .. . (1n) u, = suy
1) u + R2) us + (23) us + .. . (2%) u, = s uy

B u + (32) u, + (B3 ug +...(3n) u, = su; (25)

(u.i_} 1.:., 4— (n 2.) u; —|-— (n,d) ’ug. -+. : (.nn-) u; = 8 ;4,1
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die einzelnen Gleichungen der Ordnung nach mit den Coéfficienten
der ersten Horizontalreihe, also die erste mit (11), die zweite mit(12),
die dritte mit (13) und so fort, worauf wir sie alle addiren. Der
Theil links vom Gleichheitszeichen in der Summe wird dann durch
ein nach den u, w, u; . . . u, homogenes und lineares Polynom gebildet
werden. wihrend der Theil rechts vom Gleichheitszeichen

s[(A1) g + (12) us + (13) s 4 . .. (12) u,]
oder gemiiss der ersten der in Gebrauch gezogenen Gleichungen (23),
82 uy

wird. Dieselbe Operation aber mit den Coéfficienten der 2'
3. .. n"" Horizontalreihe vorgenommen, liefert ebenso Glei-
chungen, in welchen die links vom Gleichheitszeichen stehenden
Theile stets nach den wy, ws, u; ... u, homogene und lineare
Polynome darstellen, wihrend die rechts vom Zeichen stehenden
der Reihe nach gleich

CLETIRR s PR T o T

gefunden werden. Alle auf diese Weise erhaltenen Gleichungen
bilden zusammen ein neues, dem (25) @hnliches System, welchem
offenbar dieselben Auflosungen der wy, u., u;, . . . w, und dieselben
Wurzeln s zukommen, da es aus dem gegebenen blos durch Com-
bination seiner Gleichungen ohne Zuziehung fremder abgeleitet wurde
—wir wollen es, entsprechend der inihm vorkommenden zweiten Potenz
von s, das System zweiter Ordnung nennen. Dieses so eben beschrie-
bene Verfahren aus dem urspriinglichen Systeme oder dem der ersten
Ordnung das derzweiten abzuleiten, konnen wir aber auf letzteres selbst
wieder anwenden und so, mit Beibehaltung obiger Bezeichnungsweise,
zu einem Systeme dritter Ordnung gelangen — einfach dadurch, dass
wir die einzelnen Gleichungen des Systemes zweiter Ordnung nach
und nach mit den entsprechenden Gliedern der ersten, zweiten,
dritten . . . bis »"" Horizontalreihe der Coéfficienten des Systemes
erster Ordnung multipliciren und jedesmal addiren. Wir kinnen
ferner von dem Systeme dritter Ordnung in gleicher Weise zu einem
dervierten fortschreiten, von diesem zu einem der fiinften u. s. w., kurz
wir konnen uns durch wiederholte Anwendung desselben Verfahrens
Gleichungssysteme von beliebig hoher Ordnungszahl verschaffen,
welchen iibrigens allen aus eben den fiir das System zweiter Ordnung



948 Lichtenfels.

angefiihrten Griinden eine Identitit mit dem urspringlich gegebenen
zukommt, wenn sie auch mit stets anderen und anderen Coéfficienten
behaftet erscheinen.

Die Coéfficienten aller Systeme von der Ordnung 1 bis # zusam-
mengenommen sind nun die Elemente, aus denen sich sowohl die
Auflosungen der wy u, ;. .. u,, als die Coéfficienten der Eliminations-
gleichung in s sich formen.

Das Bildungsgesetz der neuen Coéfficienten anzugeben und den
Beweis zu fithren, dass alle Systeme hioherer Ordnung abermals
symmetrische seien, ist es, was uns zunichst obliegt.

Unterscheiden wir die Coéfficienten hoherer Systeme dadureh,
dass wir den anfinglich gegebenen ihre Ordnungszahl rechts unten
als Index beifiigen, so kinnen wir das System »*“* Ordnung also
schreiben:

(1), wy + (12), us + (13) 4 + .. . (1), w, = s*uy
1), wy + (22), uo + (23). us + . .. (22), uw, = su,
1), wy + (32), ua + (33), w5 + . . . (30), u, = s u; (26)

I

(nl1),uy + (2), uy + (3), s + - . . (), u, = 8, %,

Aus demselben bilden wir dem Vorhergehenden gemiiss die £*
Gleichung des (r 4 1) Systemes durch Multiplication der Glei-
chungen (26) der Reihe nach mit

(k1) i (E2) (h3):s +iei(kn)

Es entsteht demnach der Coéfficient von u, in der £*" Gleichung

des (r -+ 1'") Systemes, wenn man die Terme der A"" Verticalreihe
aus (26)

AR, (2h) (B1), ... (nh),

mit den correspondirenden der Reihe

(1), (k2), (k3) ... (kn)

multiplicirt und alle Producte zu einer Summe vereiniget. Da aber

der genannte Coéfficient durch (% £ )., bezeichnetwerden soll, so hat
man offenbar

(kh),,s = (11), (F1)4-(21),(k2) 4 (3h), (k3)+ . . . (n k), (kn) (27)
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als allgemeines Bildungsgesetz simmtlichen Coéfficienten. Es bleibt

noch die Symmetrie der neu entstandenen Coéfficienten oder was das
selbe die Gleichung :

(kh), ;= (k)i (28)
zu beweisen iibrig. Aus (27) lisst sich aber zeigen, dass die Coéffi-
cienten der (r—+ 1)"" Ordnung symmetrisch sind, sobald dies nur bhei

denen der " und (» — 1)"“" der Fall ist. Schreibt man némlich die
Gleichung (27) so:

173 e S‘;{ («h), (kx)}, (29)

und bemerkt, dass nach demselben Bildungsgesetze

(zh)s.= S:{(igk)"—i (OC@)}{;

und wegen der vorausgesetzten Symmetrie der Coéfficienten »** Ord-
nung auch

(«h). = N}{ (B)— (hB)} (30)

sei, so gelangt man leicht durch Substitution der Gleichung (30)
in die (29) zu

k) = SINH (B)ms () (1B), 5 (31

einem Ausdrucke, welcher der gleichfalls vorausgesetzten Symmetrie
von (Be),_, zu Folge auch die von (kh)., beweist, da in (31)
sowohl die Summation nach dem Stellenzeiger « als die nach 3 sich
auf alle ganzen Zahlen von 1 bis # zu erstrecken hat.

Die Coéfficienten erster Ordnung (% 1), gleichbedeutend mit (% /)

sind aber symmetrisch. ebenso die zweiter Ordnung, wie aus ihrem
Bildungsgesetze

(kh), = (1 h) (K1) + (2h) (k24 (3h) (K3) + ... (nh) (kn)

das man aus (27) erhilt, darin » = | setzend, ersichtlich ist; es sind
also nach dem so eben bewiesenen Satze auch die der dritten Ordnung
symmetrisch, ferner die der vierten, weil es die der zweiten und dritten
sind u. s. w. Man sechliesst daraus, dass alle Systeme hoherer
Ordnungen die Eigenschaft der Symmetrie — wie wohl zu vermuthen
war — besitzen. Dies berechtiget uns, jene aus Gleichung (21)
gezogene Folgerung anzuwenden auf alle Systeme wie (26) von
beliebiger Ordnungszahl », wodureh wir, in der Eliminationsgleichung
eines jeden derselben die zugehorige s als Unbekannte ansehend,

Sitzb. d. mathem.=naturw. Cl. XII. Bd. V. Hft. 62

-
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offenbar zur Kenntniss der Summe der Auflosungen fiir letztere Grisse
gelangen — eine soleche Summe nédmlich wird sich darnach stets
gleichfinden der Summe der betreflenden Diagonal-Coéfficienten.
Alle hoheren Systeme sind aber, wie schon einmal gezeigt
worden, mit dem urspriinglich gegebenen derart iibereinstimmend,
dass alle ihre Eliminationsgleichungen erfiillt werden durch die
Wurzeln s, welehe der Eliminationsgleichung eben dieses Systemes
Geniige leisten; die oben erwihnten Summen sind daher nichts
ten

anderes als die Summen der respective zweiten, dritten . .. r
Potenzen der Wurzeln s. Bezeichnen wir also diese mit

S‘I’ 1‘;2, IS‘:; s 0w LS‘I. " s w

so ergibt sich uns folgende fiir alle Stellenzeiger » giiltige Gleichung :

S,={AD.+22).+@33). + ... (nn), (32)

[hr Bestand sowohl als auch die Symmetrie der Coéfficienten
sammtlicher abgeleiteter Systeme lidsst sich noch auf einem anderen
Wege als den bisher genommenen erweisen, und zwar durch Darstel-
lung jener Coéfficienten als Functionen der « und der Wurzeln s, die
wir schon ihrer spiteren Verwendung halber hier vornehmen miissen.

Wir withlen dazn aus dem Systeme (26), dieses aufdie Wurzel s,
bezogen, eine Gleichung etwa die £ aus, und ertheilen darauf dem
Stellenzeiger < alle Werthe von 1 bis n. Die so erhaltenen Gleichungen :

(£1), ny + (£2), uty + (k3), uts + ... (kn), ul, = " u¥
(K1), ur + (£2), w2 4 (k3), w% + ... (kn), w2, 8y U
(K1), w3 + (k2), w3, + (k3), u® + ... (kn), us, = 873 u% (33)

(kn), w'y + (k2), w's + (k3), u"s + ... (kn), u?, = $", u;

unterwerfen wir einer Multiplication der Reihe nach mit den Grissen
w12 w® ... w,™ und nachherigcen Addition. In der Summe ver-
schwinden dann zu Folge der Relationen (18) und (19) simmtliche
links vom Gleichheitszeichen stehende Polynome der #, ausgenommen
das mit (£ 4), multiplicirte, welehes der Einheit gleich wird. Sie
selbst liefert daher bereits die beabsichtigte Darstellung der Coéffi-
cienten jedes Systemes von belicbiger Ordnung 7 unter der Form:

(hk), = 8" wt w4 8" w2 w2+ 83" wl w3+ . . . 8" w” w'" (34).
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Aus dieser Gleichung ist zuvirderst wieder die Symmetrie der
Coéfficienten (/& k), als ihres linken Theiles ersichtlich, denn es er-
leidet ja ihr rechter Theil keine Verinderung durch eine Vertau-
schung der Stellenzeiger £ und 4 in ihm, weiterhin aber auch der
Bestand der Gleichung (32). Setzt man namlich in der (34) h=#
und nimmt alsdann mit ihr eine Summation nach dem Stellenzeiger £
von 1 bis z vor, so erhilt man, da in der Summe alle Potenzen der s
mit Polynomen wie

U ® U % U Wt U

multiplicirt erscheinen, diese aber nach (12) simmtlich der Einheit
gleich sind, als solehe nachstehende Gleichung :

$i" 8"+ 8 4 .. .8 =(11)4(22).4@33).+ . . . (nn).(3b)

die mit der unter (32) angefiithrten genau iibereinstimmt.

Was nun die Eliminationsgleichung in s anlangt, so ist der zu
ihrer Bildung einzusehlagende Gang der Rechnung durch die bisher
gewonnenen Formeln bereits vorgezeichnet und zwar folgender: Man
berechnet aus den Coéfficienten des gegebenen Systemes die allen
hoheren Systemen von der zweiten bis einschliesslich 2" Ordnung
angehirenden, nach dem fiir alle Ordnungszahlen » geltenden Bildungs-
gesetlze :

(hk),

(h1), (K1) + (A2), (K2) + (h3), (£3) - . (hn), (kn)
(K1), (A1) + (£k2).(h2) + (£3), (h3) + . (kn), (hn)
namentlich aber simmtliche Diagonal-Coéfficienten. Die Werthe dieser
letzteren substituirt man in die aus (32) dadureh, das man darin fir
den Stellenzeiger » der Reihe nach die Zahlen 1, 2, 3 . . . n setat,

hervorgehenden Gleichungen

S = (1), 422 4 (39). A iy,
S, (11). 4+ (22). + (33). + . . . (nn),
S, = (11); 4+ (22) + (33) 41 .. (nm), V(AT

I

I

S.={1). 4+ (22), 4+ (33). + . .. (nn),
wodurch man zur Kenntniss der Grissen S,, S,, S; . .. S, gelangt.

Da aber diese Grissen § mit den Coéfficienten der in entwickelter
Form aufgeschriebenen Eliminationsgleichung:

F()=s"4+s"4 454 +..34,_,+4,=0 (38)

62
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bekanntlich durch folgende Relationen

A1+81=U, 24.443_""—_.'11 S«1+S-_3=ﬂ,
FU% SOV I AR K oD (39)

verbunden sind, so hat man nur mehr ihre Werthe einzutragen in
die Gleichungen (39) und diese dann nach den 4, 4, ... 4, auf-
zulosen, um so Alles zu besitzen behufs der Darstellung der Elimina-
tionsgleichung (38) in Zahlen und der Berechnung ihrer Wurzeln.

Um nun letzteres Geschiift in jedem speciellen Falle zu erleich-
tern, vorziiglich aber um gewisse Regeln zu gewinnen, nach denen aus
dem unmittelbaren Anblick eines vorgelegten Gleichungssystemes die
seiner Eliminationsgleichung entsprechenden Wurzeln in voraus
beurtheilt werden kinnten, stellen wir es uns zur nachsten Aufzabe,
das Verhalten solcher Wurzeln hinsichtlich ihres Vorzeichens und
numerischen Werthes zu untersuchen. In dieser Absicht wenden wir
uns an die unter (34) angefithrte Gleichung, in derselben =k
gesetzt, also an folgende:

(kk),= "y (u')® + % (wn)* + 8% (u8)* + - . s ()*  (40)

und theilen alle jene, welche der Form nach mit ihr iibereinstimmen,

in zwei Gattungen, deren eine nur solche enthilt, fiir die der betref-
fende Stellenzeiger » eine ungerade Zahl ist, wihrend die andere
blos Gleichungen mit geraden Stellenzeigern in sich begreift.

Letztere nun, mit denen wir uns zuerst beschiftigen wollen,
kionnen, unter » eine ganze, sonst aber willkiirliche Zahl verstanden,
so geschrieben werden:

U-A)gz su,.l (N1.f.)"' + S‘!rz (H%)z +82‘-3(“3k)?r+ — S‘ir Hk,,)z,. (41)

Sie geben beziiglich der Wurzeln s zu erkennen, dass unter
diesen erstens solche vorkommen miissen, deren numerischer Werth
den von

s AT ol MG

s

"! (l'.k)'ll
iibersteigt, dann aber auch solche. deren numerischer Werth von dem
eben dieser Griosse iibertroffen wird. In der That finde ersteres nicht
Statt, das heisst wiren — abgesehen von dem Falle einer Gleichheit
siammtlicher Wurzeln alle kleiner als die erwithnte Grisse, so
miisste auch der rechte Theil der Gleichung (41) kleiner sein als:

(kB)e e [(w)* + (03)* + (a3 + - .« (7]
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oder zu Folge der Relationen (18) auch kleiner als

(k&) .
was nicht sein kann, da er ja eben dieser Grosse gleich sein soll.
Ganz auf dieselbe Weise iiberzeugt man sich von der Unzulissigkeit
der Voraussetzung, alle Wurzeln wiren numerisch grosser als:

V ().,

Was aber jenen Ausnahmsfall betrifft, alle Wurzeln besiissen,
hochstens dem Zeichen nach verschieden, einen gemeinschaftlichen
numerischen Werth, so ist jetzt schon so viel klar, dass dieser gemiiss
der Gleichung (41) und Relation (18) dem von

V (@#F)..
gleich kommen miisse — doch werden wir spiter noch ausfiihrlicher
auf ihn zuriickkommen. Das Gesagte gilt natiirlich fir alle Ordnungs-
zahlen 27 und alle Stellenzeiger k. Sind demnach M, N, die grisste
und kleinste aller Zahlen, die man erhilt in

T
V' (kk)..,
sowohl 7 als £ auf alle mogliche Weise verindernd, oder doch solche,
die innerhalb der Grenzen der letzteren liegend denselben beziehungs-
weise moglichst nahe kommen, so gibt es unter den Wurzeln der
Eliminationsgleichung in s erstens solche, deren numerischer Werth
zwischen

cund N

zweitens aber solche, deren numerisecher Werth zwischen
M und o0

liegt. Eine genauere Bestimmung der Grissen M und N uns noch
vorbehaltend, versuchen wir auch eine oberste Grenze, die kleiner ist
als oo, fiir die numerischen Werthe der Wurzeln zu ermitteln.

Aus den Gleichungen von der Form:

8, =8 + 5 4 ik vends

erhellt zuvirderst, dass, da wegen der nachgewiesenen Realitit simmt-
licher Wurzeln alle einzelnen Glieder ihrer rechts vom Gleichheits-
zeichen stehenden Theile positiv sind, jedes derselben fiir sich klei-
ner sein miisse, als der betreffende links vom Zeichen stehende
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Theil, dass also keine der Wurzeln numerisch grosser sein kinne
als:

-

29
"/ LS“IF
und dies gilt wieder fiir alle positiven Stellenzeiger .
Bezeichnet man nun mit p, den grissten aller Coéfficienten im

Systeme " Ordnung ohne Riicksicht auf das Zeichen und mit P
die grisste der Summen :

+(k)+(k2)+(k3)+ . . . . (kn)

die man durch schickliche Wahl von % und des Vorzeichens eines
jeden Gliedes erreichen kann, so schliessen wir aus dem allgemeinen
Bildungsgesetze der Coéfficienten hoherer Ordnungen

(hk)rs1 = (1R) (k1) 4 (21),(K2) + (3h), (k3) + . .. (nh).(kn)

dass der numerische Werth eines jeden Coéfficienten im (r+ 1)
Systeme kleiner sei als

p. P

dass man also auch haben werde

P (42)

Zine Verbindung aller aus (42) dadurch hervorgehenden

Bedingungen, dass man darin statt » der Reihe nach die natiirlichen
Zahlen von 1 bis »—1 setzt, ergibt aber:

Dy gin k=

eine Relation, aus welcher sich, zu Folge der Voraussetzung, p, sei
der grisste im Systeme 7" Ordnung vorkommende Coéfficient und
mit Riicksicht darauf, dass die Diagonal-Coéfficienten aller Systeme
gerader Ordnung schon ihrer Form nach stets positiv sein miissen,
wie ein Blick auf die Gleichung (41) lehrt, noch nachstehende zwei
neue, namlich:
(Eh)s cnp B 2

und

(ll)g,. +(22)e, +(33)s, + ¢ . . J(nn),. < np pr—

giiltig fiir alle Ordnungszahlen » und Stellenzeiger £, ableiten lassen.
Letztere, die mit Hiilfe der Gleichung (32) auch so geschrieben wer-
den kann

8. <ip P
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zeigt, mit dem oben Gesagten verbunden, dass keine unter den Wur-
zeln der Eliminationsgleichung grosser sein kann als:
2r

np

3
Da aber dieser Grenzwerth fiir beliebig grosse » Statt hat,

weder 2 noch p und P das » enthalten. mit diesem also auch nicht
wachsen kinnen, ferner P seiner Definition nach kleiner als n p oder

diesem hochstens gleich ist und demgemiss V°;{’ sich seinem klein-

sten Werthe der Einheit um so mehr nihert, je grosser » angenom-
men wird, so ist klar, dass keine Wurzel numerisch den Werth von
P (43)
zu iibersteigen vermag ; und dies ist die engste Grenze, welche wir
fiir die Warzeln s, ohne den Coéfficienten specielle Werthe beizulegen,
finden konnten. Versucht man auf @hnlichem Wege extreme Werthe
fiir NV und M zu finden, so gelingt dies im Allgemeinen nur fiir erstere
Griosse — fiir letztere namlich nur unter der Voraussetzung, simmt-
liche Coéfficienten seien positiv — und man iiberzeugt sich ferner
leicht, dass die derart ermittelten stets noch innerhalb jener liegen,
welche der alleinige Gebrauch des Systems zweiter Ordnung zu ihrer
Bestimmung ergeben wiirde. Die tauglichsten derselben werden dem-
nach hervorgehen aus den Gleichungen:
N2 = (k1) + (k2)* + (K3)>+ . . . (kn)?
M= (k1) 4+ (k2)2 + (k3)* + . . . (kn)?
in der ersteren den Stellenzeiger £ so gewiihlt, dass ihr rechter Theil
moglichst klein, in der letzteren aber so, dass er miglichst gross
werde. Unter den Wurzeln der Eliminationsgleichung in s wird sich
also mindestens eine befinden miissen, die, abgesehen vom Zeichen
zwischen der Nulle und der Quadratwurzel, aus dem kleinsten der
Diagonal-Coéfficienten zweiter Ordnung liegt, ferner gleichfalls min-
destens eine liegend zwischen der Quadratwurzel aus dem grissten

(44)

der Diagonal-Coéflicienten zweiter Ordnung und dem grossten unter
den Summen der numerischen Werthe aller je einer Horizontal- oder
Verticalreihe angehorenden Coéfficienten, es wird deren aber endlich
keine geben, welche den Werth der letztgenannten Grisse iibersteigt.
Gehen wir jetzt iiber zur zweiten der oben unterschiedenen
Arten von Gleichungen, namlich zu Gleichungen von der Form:

(K)o, = 874 (ut)r 4 6 (ut) 2+ s (us)? o+ . . . 82 ()
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so dringt sich zuerst die Bemerkung auf, ihre rechts vom Gleichheits-
zeichen stehenden Theile konnten, da alle Wurzeln s und folglich
auch alle « reell, deren Quadrate daher allemal positiv sind, nur dann
der Nulle gleich oder negativ werden, wenn wenigstens eine der
Waurzeln s eine negalive ist. Es folgt daraus, dass die Eliminations-
gleichung in s Wurzeln von ungleichen Zeichen besitzen miisse,
sobald es unter den Diagonal-Coéflicienten ungerader Ordnung der
Nulle gleiche oder an Zeichen verschiedene gibt. Man wird also einem
vorgelegten symmetrischen Systeme sogleich ansehen ob man iiber-
haupt hoffen diirfe, in der Eliminationsgleichung lauter positive oder
negative Wurzeln zu finden — ersteres, wenn alle Coéfficienten
(kk) positiv, letzteres, wenn sie negativ sind. Eine Gewissheit aber
erlangt man dadurch keineswegs, denn einerseits bedingt ein durch-
gehends gemeinschaftliches Zeichen simmtlicher Diagonal-Coéfficien-
ten ungerader Ordnung noch nicht ein dhnliches Verhalten der Wur-
zeln, anderseits konnten ja wohl einige unter den genannten Coéffi-
cienten hioherer Ordnung an Zeichen verschieden ausfallen — ein
Umstand, von dessen Nichteintreten man, mit Riicksicht auf das Bil-
dungsgesetz hoherer Coéfficienten nur dann iiberzeugt ist, wenn das
Gleichungssystem erster Ordnung entweder lauter Coéfficienten von
einerlei Zeichen besitzt oder doch sich anf ein solches zuriickfiihren
lisst, dem diese Eigenschaft zukommt. Dies findet z. B. Statt, wenn
das Zeichen der urspriinglich gegebenen Coéfficienten (A /%) bestimmt
ist durch
+ (—1)e+e®)

unter ¢ eine Function verstanden, derart, dass ¢ (k) fiir alle Stellen-
zeiger [k eine ganze Zahl werde. Lisst man nimlich fiir einen Augen-

blick (/) blos den numerischen Werth der Coéfficienten bedeuten,
so dass sie selbst durch

4 (—1)em et (B

ausgedriickt werden miissen und fiihrt dann im Gleichungssysteme (1)
mittelst der Substitutionen

T = POy ® (48)

die neuen Grissen @ ein, wodurch offenbar die Wurzeln s in keiner
Weise beriihrt werden, so gelangt man zu einem transformirten,
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dessen Gleichungen, deren eine etwa die A nach Multiplication
mit (— 1)#® folgendermassen geschrieben werden kann:

+ [(1k) @y (—1)2M+2e0 4 (2%) afy (—1)2e+20 4
(nk) &', (—1)2W+20@] = sz'; (—1)%¢® (49)

da der Voraussetzung nach ¢ (k) stets eine ganze Zahl ist, Coéf-
ficienten von durchgehends positiven oder negativen Zeichen besitzen,
je nachdem in (46) das obere oder das untere der vor der Potenz
von —1 stehenden Zeichen zn gelten hat. Es kann hier gelegent-
lich bemerkt werden, dass einem symmetrischen Systeme von Glei-
chungen wie (1) selbst dann noch lauter reelle Wurzeln s entspre-
chen, wenn einige seiner Coéfficienten nach bestimmten Gesetzen
rein imaginir werden. In der That behilt man die durch die Formel
(47) angezeigte Ausdrucksweise fiir die Coéfficienten und die Sub-
stitutionen (48) fiir die Unbekannten bei, mit dem einzigen Unter-
schiede, ¢ (%) solle nicht mehr fiir alle Stellenzeiger £ eine ganze
Zahl werden, sondern ein Bruch mit dem Nenner 2 und einer belie-
bigen ganzen Zahl als Zihler, so tragen einerseits gewisse unter den
durch die Formel (47) bestimmten Coéfficienten des gegebenen
Systemes }J'—1 als Factor bei sich, withrend andererseits simmtliche
Gleichungen des transformirten Systemes wieder eine Form bekommen,
gleich der (49) und daher zu Folge der angenommenen Beschaffen-
heit der Function ¢ lediglich reelle und zwar symmetrische Coéfficien-
ten besitzen, also auch in der ihnen entsprechenden Eliminations-
gleichung lediglich reelle Wurzeln zulassen.

Aus der Gleichung (49) geht aber ferner deutlich hervor, dass
einem Systeme von Gleichungen, in welchem der Zeichenwechsel
der Coéfficienten durch irgend einen Ausdruck wie (46) bestimmt ist,
dieselben Wurzeln s angehoren, die ein mit den Coéfficienten +
(A k), darunter den gemeinschaftlichen numerischen Werth der Coéf-
ficienten beider Systeme verstanden, behaftetes besitzt; dass also
namentlich die dem ersteren Systeme entsprechenden Wurzeln von
durchgehends gleichen Zeichen sein miissen, wenn es die des zwei-
ten sind und umgekehrt.

Dieser Umstand liess uns vermuthen, es michten sich, ohne Riick-
sicht auf die Zeichen der Coéfficienten lediglich die numerischen
Werthe derselben betreffende Bedingungen angeben lassen, deren
Erfiilllung hinreicht, das Vorkommen durchgehends positiver oder
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negativer Wurzeln in der Eliminationsgleichung zu bedingen. Es
finden sich solche nun wirklich und zwar in einem gewissen Uber-
wiegen von Seite der Diagonal-Coéfficienten :

Setzen wir, um dies in Bezug auf positive Wurzeln nachzuwei-
sen, in dem Gleichungssysteme (1) » - ¢ statt s unter » eine posi-
tive iibrigens willkiirliche Grisse verstanden, die wir nach ausge-
fiithrter Substitution auf die linke Seite der Gleichungen in die Dia-
gonal - Coéfficienten sehaffen und sehen dann 5 als die neue Unbe-
kannte der Eliminationsgleichung an, so ist klar, dass es unter den
Wurzeln s keine negative geben kinne, wenn abgesehen vom Zeichen
keine der Wurzeln o das » iibersteigt. Dies wird, mit Riicksicht auf
die durch (43) gegebene oberste Grenze fiir die numerischen Werthe
der Wurzeln, dann stattfinden, wenn keine unter den Summen der
numerischen Werthe aller je eciner Horizontal- oder Verticalreihe
angehorenden Coéfficienten des transformirten Systemes grosser ist
als 7. Bezeichnen wir also fiir irgend eine der Gleichungen, etwa die
h', eine solehe Summe aller ihrer Coéfficienten, jedoch mit Aussehluss
der diagonalen mit [2 /4], derart, dass dieses Symbol die Grisse »
nicht enthilt, so werden dje gesuchten Bedingungen offenbar folgende

sein :

(99) —r+ [g9] < =~ (50)
r — (kk) + [kk] << =7 (51)
erstere hervorgehend aus jenen Gleichungen, deren Diagonal-Coéffi-
cienten vor der angezeigten Substitution gleich oder grisser, letztere
aber aus jenen, in welcher eben diese Grissen gleich oder kleiner

und

waren als ». Da sich aber die einen so schreiben lassen

(99) = >[99+ 2(g99) —2r (52)
wihrend die anderen auf die Relationen
(kk) = > [kk] (53)

fithren, so ist klar, dass, weil diese das » nicht mehr enthalten. jene
aber nur fiir (¢gg) = = r bestehen, zu ihrer Erfiillung um so kleinere
Werthe der Diagonal-Coéfficienten hinreichen, je grisser » ange-
nommen wird. Lassen wir daher dieses an Grisse simmtliche Dia-
gonal-Coéflicienten iibersteigen, so reduciren sich uns die zu erfiil-
lenden Bedingungen auf die einzige fiir alle Stellenzeiger £ giiltige:

(kk) = > [k] (54)
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Es erhellt daraus, die Eliminationsgleichung in s miisse Wurzeln
von durchgehend positiven Zeichen stets dann bieten, wenn jeder
unter den Diagonal-Coéfficienten gleich oder grosser ist, als die
Summe der numerischen Werthe aller mit ihm in einer Reihe
stehenden.

Auf dhnlichem Wege gelangt man nach Vertauschung von s mit
— s im Gleichungssysteme (1) zu den Relationen

— (kk) = > [kk] (55)
als Bedingungen fiir das Vorkommen lediglich negativer Wurzeln —
wir iibergehen aber der Kiirze wegen ihre Ableitung und fiigen nur
bei, dass sie iibereinstimmend mit dem oben Gesagten augenschein-
lich fiir simmtliche Diagonal-Coéfficienten das negative Vorzeichen
erheischen, gleich wie die (54) fiir eben diese Grisse das positive.

Wenn nun auch ein so bedeutendes Uberwiegen an numerischem
Werth von Seite der Diagonal-Coéfficienten, das hier als hinreichend
nachgewiesen wurde, um in der Eliminationsgleichung lauter Wurzeln
von einerlei Zeichen erscheinen zu lassen. eben nicht iiberall dazu
nothwendig ist, so kann doch andererseits wieder leicht gezeigt
werden, dass die genannten Grissen nicht unter bestimmte Grenzen
sinken diirfen, ohne gewiss Veranlassung zu geben zur Entstehung
von Wurzeln mit verschiedenen Zeichen. Fiihrt man néamlich in (1)
statt irgend eines Paares der Unbekannten & deren Summe und Diffe-
renz als nene Unbekannte ein, setzt also etwa:

!

L=+ 2,5 T =T —T,
und ordnet dann die Gleichungen derart, dass sie mit der urspriing-
lichen der Form nach iibereinstimmen, so finden sich unter ihren
Diagonal-Coéfficienten namentlieh folgende zwei:

T kg SO R

2
die stets von ungleichen Zeichen sind, sobald der numerische Werth
von (hfk) den von -U'-'-’f)-';_—(ﬁk)- iibertrifft, — womit das Gesagte bewie-
sen ist. Die Eliminationsgleichung bietet also gewiss Wurzeln von
verschiedenen Zeichen, wenn einer der Coéfficienten numerisch
grosser ist, als die halbe Summe jener Diagonal-Coéfficienten, mit
denen er in einer Reihe vorkommt.

Es ist ferner noch moglich, verschiedene Paare von Grenzen,
innerhalb welcher einzelne unter den Wurzeln s und zwar mit Riick-
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sicht auf ihr Zeichen liegen miissen, anzugeben: Nennen wir 4«
und »—= ein solches, unter » und « einstweilen unbestimmte Grissen
verstanden, so werden wir, um die Existenz einer Wurzel, kleiner als
r-a, aber grisser als r—«, sicher zu stellen, nur nithig haben zu
beweisen, die Eliminationsgleichung in s besitze deren mindestens
eine, welche den Ausdruek:

6= (s—r+a) (s—r—x)
oder was dasselbe ist, den
c=8*"—2rs+r*—a (56)

zu einem negativen macht. Dies geschieht aber folgendermassen:

Wir subtrahiren von den einzelnen Gleichungen des Systemes
(26) darin den Stellenzeiger »—2 geselzt, also von denen der zwei-
ten Ordnung die correspondirenden der ersten, nachdem wir diese
vorher mit 2 multiplicirt haben, worauf wir zur ersten der so neu
entstehenden beiderseits w, (r*—a?), zur zweiten u, (r*—a?) kurz
allgemein zur £ w, (r*—«*) addiren. Das in beschriebener Weise
erzeugte combinirte System besitzt nun aber, wie leicht zu ersehen,
Diagonal-Coéflicienten von der Form

(kk).—2r (kk) + r*—a? (57)
withrend der gemeinschaftliche Factor der Unbekannten # in den
rechts vom Zeichen stehenden Theilen seiner Gleichungen, also die
neue Unbekannte der Eliminationsgleichung offenbar eben die durch
den Ausdruck (56) definirte Grosse o ist. Lassen wirdaher « bestimmt
sein durch folgende Gleichung:

o=V r2—2p (kk) + (kk), (58)
was immer zulissig ist, da dem Bildungsgesetze hoherer Coéfficienten

gemiiss (kk), sich stets grosser als (kk)* findet, also auch der in (58)
unter dem Wurzelzeichen stehende Ausdruck das positive Zeichen

fiie-ein beliebiges » und £ an sich trigt, so verschwindet im trans-
formirten Systeme einer der Diagonal-Coéfficienten, nimlich der (57);
die Eliminationsgleichnng in s liefert dann wie wir wissen mindestens
eine negative und eben darum die in s auch mindestens eine, nach
Umstinden positive oder negative Wurzel, aber eingeschlossen zwi-
schen den Grenzen

r —Vre—2r (kk) + (kk). (59)
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und

r 4+ V22 (kk) - (kk), (59)
Um jetzt diese moglichst enge zu machen, wihlen wir

— (kk)

wodurch sie uns iibergehen in nachstehende

(kk) —V (kk).—(kk)* 5 (kk) +V (kk).— (kk):  (60)
und sodann mit Riicksicht auf die Zusammensetzang der Coéfficienten
(kk), zu dem Schlusse fiihren, die Eliminationsgleichung in s besitze
mindestens eine Wurzel liegend zwischen der Summe und der Diffe-
renz aus je einem der Diagonal-Coéfficienten und der Quadratwurzel
aus der Summe der Quadrate aller jener Coéfficienten, welche mit
ihm in einer Horizontal- oder Verticalreihe vorkommen.

Solche Grenzenpaare wie (60), die wir kiirzer so schreiben:

(kk) + [Kk], (61)
erhalten wir nun so viele als es Stellenzeiger £, oder was dasselbe ist,
so viele als es der Gleichungen im Systeme (1) gibt, doch werden sie
nur Hindeutungen auf so viele von einander verschiedene Wurzeln
darbieten, als unter ihnen sich gegenseitig vollkommen ausschlies-
sende befinden, was, wie ersichtlich, allein von den numerischen
Werthen siammtlicher Coéfficienten abhingt. Erwihnenswerth ist hier
der Fall, wo die Diagonal-Coéflicienten sich in eine Reihenfolge brin-
gen lassen, derart, dass stets die einem derselben ecoordinirte untere
Grenze grosser ist als die dem in der Reihe nichstfolgenden zuge-
ordnete obere — man besitzt dann in der That Hinweisungen auf
n differente Wurzeln der Eliminationsgleichung.

Yon weit grosserem Belange als vermige der Erleichterung des
Aufsuchens der Wurzeln, welche sie nach Obigen gewihren, werden
aber diese Grenzenpaare dadurch, dass sie in vielen Fillen einen
Schluss auf die Anzahl der in der Eliminationsgleichung vorkom-
menden positiven und negativen Wurzeln gestatten.

Denken wir uns namlich die Eliminationsgleichung allgemem
aufgelost, das heisst ihre Wurzeln in die Formen:

Pis Pas Pare -« - Op

gebracht, unter den ¢ Functionen der Coéflicienten (4k) verstanden,
so ist zuvirderst klar, dass, weil jedes der Grenzenpaare (61) auf
eine positive oder negative Wurzel hinweist, je nachdem der betref-
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fende Diagonal-Coéfficient (kk) grosser ist als [£k], oder kleiner als
— | kk s, sich unter den letzteren, beziiglich eines jeden der Diago-
nal-Coéfficienten (£k). auch mindestens eine befinden miisse, deren
Zeichen lediglich durch schickliche Wahl eben dieses Coéfficienten
und ohne Riicksicht auf die Werthe aller iibrigen, beliebig positiv oder
negativ festgesetzt werden kann.  Die eben erwithnte Eigensehaft
kann aber offenbar keiner der Functionen g in Bezug auf zwei oder
mehrere der Diagonal-Coéfficienten zukommen, ferner eben darum
und weil ihre Anzahl gleich der ist der Diagonal-Coéflicienten, auch
nicht mehreren unter ihnen in Bezug auf einen und denselben. Es wird
daher das Zeichen eier jeden dieser Functionen aueh nur durch
schickliche Wahl je eines der Diagonal-Coéfficienten ausschliesslich
hestimmbar sein.  Daraus folgt nun aber, es miissten nach Substitu-
tion der Werthe simmtlicher Coéfficienten in die Functionen ¢ von
diesen, oder was dasselbe ist, von den Wurzeln der Eliminationsglei-
chung in s gewiss so viele positiv ausfallen. als im urspriinglichen
Gleichungs-Systeme der Relation

(kk) = > |kk]. (62)
hingegen so viele negativ als der
(kk) = <— [ kk]. (63

Geniige leistende Diagonal-Coéffieienten vorkommen. Man wird also
namentlich auf durchgehends positive oder negative Wurzeln der
Eliminationsgleichung sehliessen, je nachdem simmtliche Diagonal-
Coéfficienten die Relation (62) oder die (63) erfiillen, und nur in dem
Falle, als einige von ihnen keiner derselben entsprechen sollten, iiber
das Zeichen eben so vieler Wurzeln in Ungewissheit bleiben. Ver-
gleicht man jetzt die unter (54) und (55). fir das Vorkommen von
Wurzeln einerlei Zeichens, angegehenen Bedingungen mit den neuer-
lich gefundenen, so fillt dies zu Gunsten der letzteren aus, wiihrend
namlich erstere von Seite jedes Diagonal-Coéfficienten ein durch-
schnittliches Uberwiegen aller in einer Reihe neben ihm stehenden
Coéfficienten im Verhiltnisse von 1 : »n— 1 erheischen, fordern diese
nur ein solches im Verhiltnisse von 1 : Vu—1.

Bisher haben wir nur einzelne, das Verhalten der Coéfficienten
unter einander betreffende Bedingungen ermittelt, deren Erfiillung
zur Entscheidung. ob die Eliminationsgleichung lauter Wurzeln von
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einerlei Zeichen darbieten werde, allein nothwendig oder hinreichend
war solche nun aufzustellen, denen diese beiden Charaklere
zugleich zukommen, sind wir nieht im Stande, wohl aber kinnen
wir fiir die Coéflicienten (£k) eine Art ihrer Zusammensetzung aus
anderen und zwar willkiirlichen Grissen angeben, die stets das Vor-
kommen von Wurzeln mit gemeinschaftlichen Zeichen, etwa dem posi-
tiven herbeifiihrt. Lassen sich namlich die Coéfficienten (hk) eines

symmetrischen Systemes auf die Form:
(hk)={R)Y (Ak) + L) 2E) 4+ . . . (k) (nk) (64)
bringen, unter den neuen abermals symmetrischen Symbolen (2 4)’

reelle iibrigens willkiirliche Griossen verstanden, so ist klar, dass man
der frither -eingefithrten Bezeichnungsweise gemiss auch selzen

konne :

(hk) = (hk)'s

woraus folgt, dass das mit den Coéfficienten (£k) urspriinglich gege-
bene System betrachtet werden kinne als eines zweiter Ordnung, dass
ihm demnach als Wurzeln die Quadrate jener zukommen, die ein
mit den Coéfficienten (%k)" behaftetes besitzt. Nun wissen wir aber,
dass die Wurzeln eines Systemes mit Coéfficienten wie (hk)" allemal
reell sind, falls nur die (k%) selbst es sind, es werden daher auch
die Wurzeln eines Systemes mit den Coéflicienten

(Lk) = (kk),
als Quadrate reeiler Grissen simmtlich positiv sein miissen. Liegen
also die Coéfficienten irgend eines Systemes in der Art (64) zusam-
mengeselzt vor, so wird man sicher sein, in der Eliminationsgleichung
lauter positive Wurzeln anzutreffen, ist dies aber nicht der Fall,
wird man wohl niemals zur Auflosung einer Reihe von Gleichungen

{+)

wie (64), deren es wie ersichtlich gibt, seine Zuflucht neh-

men, um aus der Realitit der aus ilmen hervorgehenden Werthe der

(-r-)

Grossen (hk)" an der Zahl ebenfalls “*2 " qufein solches Verhalten

der Wurzeln s zu schliessen; man wml vielmehr, was erwiihnens-
werth scheint, eine gelegentlich gebotene Auflosung von Gleichun-
gen der Form (64), die offenbar beziiglich der Unbekannten (Ak)’
vom zweiten Grade sind, zuriickfiihren auf die eines Systemes linea-
rer Gleichungen (1), behaftet mit den Coéfficienten (4/k). Hiezu
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dient aber nachstebhende Formel:

(hk) =+ wr w2V 8+ w2V s? +ud, wsV s+ - . U zth“‘/;?n_(ﬁ 5)

in welcher die Zeichen der einzelnen Glieder, mit der Einschrinkung
nicht zu wechseln beim Ubergange auf andere und andere Stellen-
zeiger h, k, beliebig gewihlt werden diirfen, die also, wie es sein
muss, fiir jede der Grissen (hk) mehre den Gleichungen (64) ent-
sprechende Auflosungen darbietet, niamlich so viele als verschiedene
Zeichenabwechslungen in (65) statuirt werden konnen — eine For-
mel, deren Richtigkeit zur Geniige hervorgeht aus dem bereits
erwiithnten Umstande, die Gleichungen (1), denen die # und s entpom-
men sind, liessen sich betrachten als solche zweiter Ordnung, abge-
leitet aus einem mit den Coéfficienten (4 £)" behafteten Gleichungs-
Systeme erster Ordnung.

Wir kehren jetzt zuriick zur Eliminationsgleichung in s und der
von uns in den Gleichungen (36)—(39) dargelegten Methode ihrer
numerischen Berechnung:

Im Vergleiche zu dem iiblichen combinatorischen Verfahren, die
Determinante der Grissen (hk) und aus dieser die Eliminationsglei-
chung in s darzustellen, besitzt nun das hier beschriebene zuvorderst
den Vorzug griosserer Einfachheit. Es ist nimlich nach demselben
einerseits nicht nothig. die erwihnte Gleichung zuerst vollstindig in
symbolischer Form aufzuschreiben, was, wenn die Anzahl der Glei-
chungen des gegebenen Systemes eine nur irgend bedeutende ist,
keinen unerheblichen Theil der Gesammtarbeit ausmacht, wie dies
bei dem combinatorichen Verfahren erfordert wird um sicher zu sein,
dass alle durch dasselbe angezeigten Rechnungsoperationen ausge-
fithrt werden, andererseits die Zahl der nothigen Rechnungsoperatio-
nen bedeutend kleiner ist als bei jenem. Um Letzteres deutlich zu
machen, wollen wir die nach beiden Methoden erforderlichen Zahlen
von Multiplicationen und Divisionen einander gegeniiberstellen.

n(n+1)

Da in jedem Systeme der Coéfficienten ——;—= verschiedene

vorkommen, Jeder dieser Coéfficienten aber, wie ihr Bildungsgeselz
ausweist, durch » Multiplicationen gewonnen wird, so sind deren in

: 5 " n(n+1 . .
jedem Systeme hoherer Ordnung » —(—.}———-} auszufiithren. Wir haben

aber soleher Systeme aus dem gegebenen z—1 neun an der Zahl
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abzuleiten, es werden sich daher die zur Berechnung simmtlicher
Coéfficienten nothigen Multiplicationen auf:

2

belaufen. Fiigen wir hinzu die Multiplicationen und Divisionen, welche
n(n+1)

2
leicht zu ersehen, so stellt sich die gesuchte Gesammtzahl beziiglich
unserer Methode auf

die Gleichungen (39) zur Auflosung erfordern —1, wie

L O e (66)

Dass nun diese mindestens von gewissen und zwar sehr niedrigen
Werthen von z angefangen, kleiner sei als die entsprechende fiir das
combinatorische Verfahren, ersieht man daraus, dass bei dem letzte-
ren, wie aus dem Bildungsgesetze der Determinante hervorgeht,
allein die Berechnung des letzten Gliedes der Eliminationsgleichung
eine Anzahl von

(n—1). n(n—1) (n—2) . . . . 21

Multiplicationen erfordert. In der That schon fiir =5, wo diese
Zahl 480 wird, iibertrifit sie bedeutend die oben gefundene Gesammt-
zahl, welche sich in diesem Falle auf 314 belduft. Ein noch giinsti-
geres Verhialtniss stellt sich und zwar bei noch minderen Werthen von
n heraus, wenn man auch von dem combinatorischen Verfahren wie
billig die Gesammtzahl der néthigen Operationen in den Vergleich
zieht. Aber noch mehr — es lassen sich viele von den in (66) ange-
gebenen Multiplicationen ganz zweckmiissig in Additionen umwandeln.
Betrachtet man nimlich das Bildungsgesetz hiherer Coéfficienten (36),
so wird man sehen, dass in allen den Producten, die zu ihrer Ermitt-
lung gerechnet werden miissen, eine Reihe von Factoren, bestehend
aus Coéflicienten des Systems erster Ordnung, stets wiederkehrt und
nur die andere, Coéfficienten des unmittelbar vorher berechneten
Systemes in sich begreifend, von Ordnung zu Ordnung wechselt.

Hat man daher jeden der Coéfficienten des gegebenen Systems
der Reihe nach multiplicirt mit den Zahlen 1, 2.3 . .. 9, so werden
sich aus den so entstandenen Elementen, da offenbar jeder unter den
Coéfficienten hoherer Ordnung wieder nur durch einen Complex der
Ziffern 0 bis 9 vorgestellt wird, alle erwihnten Producte und somit

Sitzb. d. mathem.-naturw. CI. XII. Bd. V. Hft, 63
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auch sammtliche Coéfficienten lediglich durch die Operation des

Addirens und die ganz miihelose Multiplication mit Potenzen von 10
n(n+1)
2
Berechnung sind, weil der Einser als Factor nicht zihlt, 4% (n+41)

Multiplicationen auszufiihren; es ergibt sich daher mit Riicksicht auf
die zur Auflisung der Gleichungen (39) nothigen Rechnungsopera-
tionen

bilden lassen. Solcher Elemente gibt esaber 9 und zu ihrer

n(u+1)

dn(n+1) 4+ ———

als Gesammtzahl der nach unserer Methode zur Herstellung der Eli-

L (67)

minationsgleichung in s erforderlichen Multiplicationen und Divisionen.
Bei jeder Rechnung von einiger Weitlinfigkeit ist aber, um einen
withrend derselben begangenen Fehler leichter entdecken zu konnen,
eine Controlle wiinschenswerth — in unserer Methode liegt nun fol-
gende: Es lehrt eine kurze Vergegenwiirtigung der Eliminationsglei-
chung in symbolischer Form nach dem combinatorischen Verfahren,
dass alle ihre Coéfficienten ganze Zahlen sein miissen, falls nur die
des vorgelegten Gleichungs- Systemes solche sind. Nun gewinnen
wir aber, wie aus (39) zu ersehen, die Coéflicienten der Eliminations-
gleichung erst nach mehren Divisionen durch 2, 3, 4, . . . n Sol-
len also die R_echnungen fehlerlos sein, so miissen, die Coéfficienten
(hk) als ganze Zahlen vorausgesetzt, alle diese Divisionen ohne Rest
ausfithrbar sein — und diese Controlle ist auch dann noch anwend-
bar, wenn die Coéfficienten des vorgelegten Gleichungs-Systemes
zwar nicht ganze, aber doch rationale Zahlen sind, denn man kann in
diesem Falle durch Einfiithrung von s/m statt s unter m den kleinsten
gemeinschaftlichen Nenner aller Coéfficienten verstanden und nach-
herige Multiplication des gegebenen Systems mit m dasselbe offen-
bar auf ein anderes mit ganzzahligen Coéfficienten zurickfithren. Die
Vortheile, welche nach dem Vorhergehenden unsere Methode bietet,
werden noch bedeutend dadureh vermehrt, dass die bei ihrer Dureh-
fiihrung gewonnenen Grissen, nimlich die Coéfficienten der Systeme
hoherer Ordnung und der Eliminationsgleichung in sehr einfacher
Weise die Auflosungen fiir die Unbekannten « zusammensetzen.

Wir beniitzen nun zur Darstellung der # nicht die urspriinglich
gegebenen Gleichungen (1), sondern die aus ihnen abgeleiteten (18),
(19).(22).(34). Eshattenbisher die Symbole (h%), nur eine Bedeu-
tung fiir alle positiven ganzen Zahlen » vor der Einheit angefangen,
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auch erschien dieser Bezeichnung gemiiss die Gleichung (22) als spe-
cieller Fall der (34). Fiihren wir aber der Bequemlichkeit wegen das
Symbol (4k), ein und sei dasselbe der Nulle gleich, wenn £ und 4
von einander verschieden, hingegen der positiven Einheit, wenn dem
nicht so ist, so kinnen wir offenbaralle erwiihnten Gleichungen durch
die eine

(hk). = s," v, w4+ 8" w2 w2 4 " wdwd 4 . . . s;upup  (68)

ersetzen, in welcher 7 alle positiven ganzen Zahlen von der Nulle
angefangen bedeuten darf. In dieser betrachten wir nun wieder nicht
die einzelnen u, sondern vielmehr die Producte w1 wi, 2,2 4,2, u,® u,»
oo w” ander Zahl # wie ersichtlich als die Unbekannten, bediirfen
also zu deren Bestimmung nur z-Gleichungen von der Form (68), etwa
jene, welche aus (68) hervorgehen, darin nach und nach » gleich
0,1,2,3 ... n—1 nehmend. Um aber spiter zu zeigen, dass die
so erhaltenen Auflosungen der « in das gegebene Gleichungssystem
substituirt, dieses zu einem identischen machen, wird noch eine andere
Relation nithig, die wir nur bekommen die Gleichungen von der Form
(68) an der Zahl »+41 in Gebrauch ziehend. Es sind dieselben
folgende :

wru' g+ st 4 ... uwp® "= (k)
ssmlut 4 12w - ssutwy ... s uru = (hk),

$i2uptu + sty o sttt 4 .. L s gt gt

- - . . . . -

8 w1 8ottt s lwtudt . . L s r Mk — (hk)"_l
si*umip - 2w iy 48" F g 4 - . st = (hk).

Multipliciven wir sie der Reihe nach mit den Coéfficienten der
Eliminationsgleichung (38), namlich die erste mit 4,, die zweite mit
A, und so fort, endlich die letzte mit der Einheit und addiren darauf,
so erhalten wir, bemerkend es seien einerseits die sy, s,, 85, . . s,
Wurzeln der erwihnten Gleichung. andererseits die Producte u, w,
schon in Folge der Relationen (5) stets endliche Grissen

(hk)n + Ay (hk)p—y + Ay (hk)u—s + -
+ An—y (hE), + 4, (hk)y = 0 (70)

und dies ist die gesuchte Relation. Trifft man die Bestimmung, dass
in nachstehender Formel die positiven Potenzen von (/k), nach denen
63~

(69
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sie zu entwickeln ist, in Ordnungszahlen verwandelt werden sollen,
so kann man der Gleichung (70) die sehr einfache symbolische Form:

F{(hk)} =o ()

ertheilen. Es ist aber eben diese Gleichung (70) nicht die einzige
der Art, sondern nur ein specieller Fall der allgemeineren:

("b)pyr + Ay (RE)nir—1 + A2 (Rk)pypp—2 + - - «

+ Ap—y (hk)py1 + Ao (hk). = 0 (72)
die erhalten wird, wenn man anstatt der Gleichungen (69) eine Reihe
anderer aus (68) dadurch, dass man darin » in »4-1, »4-2, 43,

. . r+4n iibergehen lisst, hervorgehende derselben Behandlung
unterwirft, und die sich gleich der (70) folgendermassen symbolisch
schreiben lisst:

F{(hk).} =0 (73)

Die Gleichungen (70) und (72) sind schon darum erwihnens-
werth, weil sie ein einfacheres Bildungsgesetz fiir die Coéfficienten
hioherer Systeme vorstellen, deren Ordnungszahl grisser ist als z—1,
es zeigt sich néamlich jeder Coéfficient (4k),., eines solehen Systems
linear ausgedriickt durch alle jene, welche in 2z vorhergehenden die-
selbe Stelle einnehmen, wie der gesuchte in seinem und durch die
von A und £ unabhéngigen Coéflicienten 4 der Eliminationsgleichung.

Was nun die Producte #, u, anlangt, so lassen sich diese sehr
leicht aus den ersten n-Gleichungen (69) finden, wenn man bemerkt,
dass der Ausdruck

(@)

s—s,
verschwindet, so oft man fiir s eine der Wurzeln s, s, s; . . s, mit
Ausnahme von s, in denselben setzt, hingegen in

F' (s.)

sich verwandelt, wenn man s—s, nimmt. Multiplicirt man daher die
ersten #-Gleichungen (69) mit den durch die Relation:

Fi
(SJ == ‘/-nu' + )~t'”' S + )*EF §* + o )‘n—-lp Ak (74)

s—Sp
definirten Grossen 4 der Reilie nach, das heisst die erste mit 2,%, die
zweite mit A,* u. s. f., endlich die letzte mit 2* _, und addirt sie
darauf alle. so erhilt jedes der Producte #, u, einen solehen ver-
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schwindenden Ausdruck als Factor mit alleiniger Ausnahme von w, u,”,

welches in
F' (s,)

multiplieirt erscheint. Das Resultat wird also sein:

it wt F'(s,) = Ao* (hk)o + A* (hk)y + X* (hk). +- - -
ROV (I!k),,__i

ol

als gesuchte Auflosung fiir die Unbekannten hervorgeht. Um aus vor-
stehender Gleichung die Werthe der einzelnen u ziehen zu kinnen,
hat man nur mehr nithig die Eingangs erwihnte und auch in (75) lie-
gende Willkiir, beziiglich des Zeichens einer der Grissen » dadurch
zu heben, dass man eine derselben mit bestimmten z. B. positiven
Zeichen verlangt. In der That setzen wir in der Gleichung (75), die

woraus:

wy* it =

wir der Kiirze wegen so schreiben

u'y 'y = Uy (76)
h=Fk so findet sich, dass wegen
w, = + VI, (17)

diese Grisse u, mit beliebigen Zeichen genommen werden kann, aber
auch, dass diese Unbestimmtheit nur bei einer von allen derselben
Waurzel s, zugeordneten Grissen » vorkommt, da wenn in (77) das
Zeichen von u, festgesetzt worden, etwa als positiv alle iibrigen der-
selhen Wurzel s, zugeordneten wnach Subtitution der (77) in (76) aus
Uk .
wt = —— (78)
VU.x
mit bestimmten Zeichen hervorgehen. Lassen wir also A den Stellen-
zeiger jener Unbekannten bedeuten, deren Zeichen im voraus bestimmt
ist, so wird, wenn dieses das positive ist, die Gleichung

Uk. & _
= (79)
VU.a
wenn es aber das negative ist, die
Uk .k
Uyt = — —— (80)

y (; h
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es sein, weleche uns zur Kenntniss aller einzelnen « fithrt. In den
meisten Fillen ist es aber geniigend, solche am Eingange mit @
bezeichnete Griossen zu kennen, die eine willkiirliche Constante als
Factor bei sich tragen. Substituiren wir also die aus (79) oder (80)
sich ergebenden Werthe der « in die Gleichungen (3) und begreifen
sowohl + V U als aueh den gemeinschaftlichen Nenner F’ (s,) in
die erwihnte Constante ein, so bekommen wir, da diese fiir jede Wur-
zel s, eine andere sein darf

ot = G, \ {l,&* (M.:),,}

r /

(81)

eine Formel, in welcher der Stellenzeiger & beliebig gewihlt werden
kann und zwar jener Grosse @ angehort, die mit

n—I1
0

Bifpio
F' (s,)
einerlei Zeichen zu tragen bestimmt ist.

Der Beweis. dass die aus (81) gezogenen Auflosungen fiir die
Unbekannten @ das vorgelegte Gleichungs-System (1) erfiillen, ldsst
sich nun auch rickwiirts etwa folgendermassen fithren:

Man setzt in (81), nachdem man darin den Index p. der Kiirze
wegen hinweggelassen hat, fiir die 2 ihre bekannten Werthe, namlich :

)‘nuixl- ‘An—? = _l' Al.: )tn—-:i = s* + SA| + Az; wil e
;“ﬂ — go—1 + gn—2 AI _I_ almnans A“__1

wodurch man zu
;l’k — (' :S"_—l (If/f}n + -\F"_‘: I_(l’k)ll 11| + (hk)!] + e e .
[(ik)e Aus + (RE)y Az + . - (hE)nz1] | (82)
gelangt und bildet dann das Polynom:
Az + R x. + BF) s + ... (k) 2, =
1\ I~y J" : (7 _ 3 : ‘fu—l
=) -J(all).bq‘l — 4 S”S{] A (2] (aci;)l»o

Schreibt man aber dieses mit Riicksicht auf das Bildungsgesetz

hoherer Coéfficienten wie folat

(1K) @ + (k) @2 + - . . (k) & = C {s" (hk)y +
s (hke)y Ay (kYo )+ o« [ (R, Ap—s+ (b, A2+ - . (hie)a ] {(83)
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und zieht hierauf die (82), nachdem man sie vorher mit smultiplieirt
hat, von der (83) ab, so ergibt sich nach einigen Reductionen

(k) @ + 2k) @ + (Bk) @3 + . . (k) wp — s =
C.[(hk)y Au—v + (hk); Ap—s + . . . (hE),]
— C(hk)o[s* + s~ 14, + .... 34, 4]
oder weil hier das als Factor von (Ak), erscheinende Polynom nach

(38) gleich
—— -An

(k) & + 2k) 2, + . . . . (nh) x, = s+
+C . (hk)w + (hkYos Ay + (hk)uz Ae + - o (hE)o 4uf (8%)
In dieser Gleichung verschwindet aber zufolge der unter (70)
nachgewiesenen Relation rechterseits das ganze in € multiplicirte
Polynom. Sie selbst reducirt sich daher auf die:

A2 + 2k @ + Bh)as + . . (nk)x, = sz, (85)
und gibt somit die Uberzeugung, dass die Auflosungen (81) fiir die
Unbekannten @ in der That fiir jeden beliebigen Stellenzeiger £ der
Gleichung (85) oder was dasselbe ist, simmtlichen des vorgelegten
Gleichungs-Systemes (1) Geniige leisten.

Schliesslich wollen wir noech bemerken, dass die Auflosungen
(81), fiir sie dieselbe schon oben gebrauchte symbolische Schreib-
weise in Anspruch nehmend, in nachstehende sehr einfache Gestalt

ist, auch:

sich fassen lassen:
F (hk

@ =C, mgt:: (86)
eine Formel, deren Richtigkeit ein kurzes Zusammenhalten der Glei-
chungen (74) und (81) unmittelbar lebrt und die wir, des hiufigen
Vorkommens unbestimmter Gleichungen halber vorziiglich darum bei-
bringen, weil sie ungleich der (81) tauglich erscheint, die Zusammen-
setzung ihrer Auflosungen aus den Coéfficienten (A/) deutlich vor
Augen zu fithren.

b. Bestimmte Gleichungen.

Die ein System symmetrischer bestimmter Gleichungen wie:
(1), + (12) 2, + (13) @3 + Sin)w. — &
(21) @y + (22) @ + (23) @ + A2n)z,—5&
(31) @, + (32) @ + (33) + . (3n) z, = &

tra.l.).'t-'1.+-(;12._) .v; + (;(3)..133- n (n n) L,, = c;;',,
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erfillenden Werthe der Unbekannten @ lassen sich wie bereits ange-
kiindet worden, znsammensetzen aus den, bei der Auflisung eines mit
denselben Coéfficienten behafteten Systemes unbestimmter Gleichun-
gen, gewonnenen Grossen, das heisst, sie lassen sich darstellen als
Functionen simmtlicher # und der Wurzeln der Eliminationsgleichung.
Es geschieht dies nun folgendermassen:

Man multiplicirt, unter Beibehaltung der im vorigen Abschnitte
angenommenen Bezeichnungen die Gleichungen (1) der Reihe nach

mit
/2NN T3 GR T SR PR St )

darauf addirt man sie und erhilt als Resultat vermige der Gleichun-
gen (a 25), diese auf die Wurzel s, bezogen :

sy (@yu ‘- @otn ' sus ' . L Ut t) = Gy 1 Gun ' - L L6, (2)
dieselbe Operation mit anderen und anderen Reihen der » vorgenom-
men, liefert aber noch aus ihnlichen Griinden :

r\.-:( l‘| ”' .:+ i;'-l ’{n 2_|_ 'Frz H'v ‘£+ - -.'a'"'h‘-”::) - é‘ ?f‘ ::—I-E- '{-:3_*_ " e -E ?‘r"?'
sy(@yuy 34 2aus 32303« L 2qu,3) = Gy 3434 L L s (2)
s ,H,"—{- Uil "—1— (T “-|— : ..:r,,u,,“) =& u" }—Seu._," AL
Jetzt multiplicivt man die simmtlichen Gleichungen (2) in der
Ordnung, in weleher sie anfgefithrt wurden, mit

ul, n*, s, w}

» . P " . . . . o

8 25 Sy s,
und addirt sie abermals, womit die Rechnung bheendet ist. In der so
erhaltenen Summe fallen ndmlich links vom Gleichheitszeichen alle 2
hinweg, da sie einen zu Folge der Relationen (a, 19) der Nulle glei-
chen Factor bei sich tragen, mit alleiniger Ausnahme von @, dessen
Factor sich der Einheit gleich findet. Sie selbst:

. pultyul, u®u®, 4 T
Tpi= &, s s
8y 83 Sn
2 l‘! " ¥
i 2 luuu'g i) 1 npu”,
=3 S Wlaa U e
: 8§ 8, 8
1 2 n
- Htk”’rt ";kﬂwu ”:u"
+ i e Sy + + NSy :
: .\'! Sg Sa -

liefert daher sogleich den gesuchten Werth von a, wie folgt:

Wil ulul T A wpuy " .
=g [ L R @)
r ( ' 1

1 8o sri

-
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Nun ist aber im Sinne der fiir Coéfficienten von Gleichungs-
systemen verschiedener Ordnung eingefiihrten Bezeichnungsweise,
die auf negative Ordnungszahlen auszudehnen uns offenbar gar nichts
hindert

ulnd, TERTEN udud, winy

(kg = " + +.. . &

1 82 gs 3"

wir kinnen also den, in der fiir alle Stellenzeiger £ giiltigen Glei-
chung (3) enthaltenen Auflosungen des Gleichungs-Systemes (1) noch
nachstehende iibersichtlichere Formen ertheilen :

Zo= (D& + A2)a &+ (13D &+ - - - (7))
zy ="+ 22) 48 2316+ . . . (20)_
e (3l Ef-llaradye b S 33Y al Bt DT e e

T
ey =ﬁ‘\-

Tp=(m1) & + (#2)1 & + (R3)n & + . (nn)

Was nun die Coéfficienten (h/£)_, oder iiberhaupt die negativer
_ 1 |

Jrg

Ordnungszahlen betrifft, so stehen sie, obgleich sie nicht wie die posi-
tiver Ordnungszahlen nach dem im ersten Abschnitte beschriebenen
Verfahren aus den Coéfficienten des Gleichungs-Systemes (1) sich
bilden lassen, dennoch sowohl zu allen ihres Gleichen als zu denen
positiver Ordnungszahlen genau in denselben Beziehungen,in welche
die letzteren unter einander treten. Es hat dies darin seinen Grund,
dass das Bildungsgesetz (36), welches seiner Entstehung nach nur
fiir positive Ordnungszahlen » Giiltigkeit hat, diese auch fiir negative
nicht verliert. Nimmt man né@mlich mit der Gleichung

(ha)y ='sm ity | saufti® il Jan .| sttt

nachdem sie vorher mit («/) multiplicirt worden, eine Summation
nach dem Stellenzeiger « von 1 bis z vor, so ergibt sich mit Riick-
sicht auf die Bedeutung der Grissen u

}u

S (he), (’x:{‘){ = stthutut, + s"thuu + . . sty
1

-]

oder

()i = S% (hez), (cq{-)}(u

4

eine Gleichung, die, der Form nach mit dem Bildungsgesetze (« 36)
identisch, das Gesagte beweist, weil bei ihrer Ableitung die Voraus-
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setzung, » sei posiliv, nirgends in Rechnung gesetzt wurde. Die
unmittelbare Folge davon ist aber, und man iiberzeugt sich dessen
sehr leicht, dass auch die Gleichung (@ 72) oder was dasselbe ist die
(@ 73) noch fiir negative » Bestand hat. Schreiben wir sie also
—1 auf

namentlich fir » =

(") p—1 + Ay (hk)p—2 + Ay (hk)p— + . . . . Au—1 (RhE), +

+ A4, (k) = o (6)
so kimnen wir offenbar aus ihr den Werth der Coéfficienten (hk)_,
und zwar in neuer Gestalt ziehen. Es liefert die Gleichung (6)

A, (hE)_4 =—{(/ek),,_1+;1, (h)uz 4+« o o o Auy (W) of
oder nach symbolischer Schreibweise:

o P 0

(hk)— = m F(0) S (8)

und es zeigen sich jetzt die Coéfficienten (£/k)_, nicht mehr ausge-
driickt durch simmtliche s und « wie in (4), sondern durch die schon
zur Berechnung der letzteren Grossen erforderlichen Elemente, das
sind die Coéfficienten von z Systemen positiver Ordnungszahl und
die der Eliminationsgleichung.

Eine Eigenthiimlichkeit aber besitzen die Coéfficienten negativer
Ordnungszahl, und zwar die, gelegentlich durchgehends unendlich zu
werden. Dies ist, wie aus (4) zuersehen, dann der Fall, wenn eine oder
mehrere der Wurzeln s verschwinden. Da aber mit ihnen zugleich
sammtliche rechts vom Zeichen befindliche Polynome in (5) unend-
lich werden, so horen augenscheinlich in dem bezeichneten Falle die
Gleichungen (1) auf, allgemein durch endliche Werthe der @ erfiill-
bar zu sein. Soll dies dennoch stattfinden, so miissen die & gewisse
Relationen erfiillen — sie miissen niamlich die Zahler aller in (3)
auftretenden Briiche, die irgend eine Wurzel Nulle im Nenner tragen,
zum Verschwinden bringen. Von diesen Briichen besitzen aber alle,
welehe einer und derselben Wurzel s, zugehiren, den Ausdruek

g =u" G4 ur b tus 4 ... w6
als gemeinschaftlichen Factor,
'J“F::O (9)
istdaher die durch das Verschwinden der Wurzelns, zu dem erwithnten
Zwecke geforderte Relation und es wird deren im Ganzen so viele
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geben, als der Nulle gleiche Wurzeln in der Eliminationsgleichung
vorkommen.

Leisten nun die & diesen Relationen Geniige, so werden die Auf-
losungen (5) allerdings endlich — aber unbestimmt. Es treten nim-
lich jetzt an die Stelle der Gleichungen (5), wenn man die Werthe
der @, welche sich, nach Hinweglassung aller von der Nulle gleichen
Wurzeln herriihrenden Gliedern, aus ihnen ergeben wiirden, mit &’

. = g . .
die Briiche il aber mit ¢, bezeichnet nachstehende
"

xr,=a, + Wi (10)

und diese enthalten, da uns nichts zu einer bestimmten Wahl der Quo-
tienten g,, die offenbar von der Form% sind, zwingt, genau so viele
willkiirliche Grissen als die Eliminationsgleichung in s der Nulle
gleiche Wurzeln bietet. Diese Willkiirlichkeit bestitiget nicht nur
eine Substitution der Auflosungen (10) in (1), sie geht auch unmittel-
bar hervor aus den Gleichungen (2), wenn man nur darauf Acht hat,
dass von ihnen mit dem Verschwinden einer oder mehrerer Wurzeln
und der Erfiillung der betreffenden Relationen (9) eben so viele iden-
tisch werden, sie also auch dann die Werthe fiir eben so viele
unbestimmt lassen.

Bei dem sonst iiblichen Verfahren, ein System bestimmter linea-
rer Gleichungen wie (1) aufzulésen, ist der wesentlichste Theil der
Rechnung der, aus den Coéfficienten (Ak) das unter dem Namen der
Determinante bekannte Polynom zu bilden und dieses zuerst nach den
Coéfficienten der ersten Horizontalreihe in (1) dann nach denen der
zweiten, dritten u. s. w., endlich nach denen der »'" zu ordnen.
Hat man dies gethan, das heisst, hat man dem genannten Polynome,
welches M heissen mag, die Formen:

) py 4+ (12)pt. + (13) pt + . . . (In) p's
R+ R2)p% + ) px+ . . . (2n) p
(31) p + (32) pis + (33) p% + . - . (3n) pia (11)

M

[

I

=@l) pn + (82) p: + (#3) p™ + . . . (nn) p*,
ertheilt, so findet man auch allsogleich die Werthe der Unbekannten
@ durch eine Reihe von Gleichungen wie folgt:
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s + ];13 E_'s o AT Pin gn
-+ P 53 o et e P3a é..n
+ph&+ - . . phé. (12)

JTI:E'[ = })11 E| —I— plg
M, P & + P*
Mx; = p3 & + p%

I
g vl

Mz, = P" & -+ pre & -+ P é.‘:} =3 ot

Die hier erscheinenden Grossen p nun sind, wie ein Zusammen-
halten der Gleichungen (12) und (5) wegen der Independenz der
Grossen & lehrt, mit den von uns eingefithrten Coéfficienten (A £)_,
offenbar durch folgende Relation verbunden:

. Pnn sn

oL . s ulal, :f”,‘ufi u"u",
o= M (hE)_y = M { =% 4 i sladn f(13)

1

es ist also von ihnen anch nachgewiesen, sie seien beziehlich ihrer
Stellenzeiger /o und & symmetrisch. Weiter geht aus (12) hervor, die
Auflosungen @ kionnten, da die p ihrer Natur nach stets endliche
Grissen sind, wenn nur die (£ /) es sind, allein dann unendlich wer-
den, wenn die letzteren die Bedingung

M==0 (14)

erfiilllen. Diese stimmt aber genau iiberein mit der oben angegebenen
des Verschwindens einer oder mehrerer Warzeln s, denn aus der Art, wie
aus der Determinante M die Eliminationsgleichung in s hergeleitet wer-
den kann, weiss man, dass ihrletztes Glied A, abgesehen vom Zeichen
mit eben diesem M identiseh ist und sein Verschwinden ist ja noth-
wendig, sollen eine oder mehrere der Wurzeln s der Nulle gleich
werden. Doch diirften die Auflosungsformen (11), (12) weniger als
die (4), (5) zur Erorterung der beim Vorhandensein von der Nulle
gleichen Wurzeln eintretenden Umstinde geeignet sein.

Sieht man jetzt daraof, welche Methode der Auflosung der Glei-
chungen (1), obdiein (11) und (12) oder die von uns in (4) und (5)
dargelegie einen geringeren Rechnungsaufwand erheischt, so muss
man ohne Zweifel der ersterwihnten im Allgemeinen den Vorzug ein-
riaumen, fordert doch letztere entweder die Berechnung simmtlicher
Producte u, w, und der Wurzeln s nach (4) oder die der (4k), und
der Coéfficienten der Eliminationsgleichung nach (7). Gleichwohl
hielten wir es nicht fiir iiberfliissig, die Gleichungen (4), (5) zu erzeu-
oen, denn es ist, selbst abgesehen von den Vortheilen, welche die

A

Kenntniss der Zusammensetzung der Coéfficienten (h/k)_, aus den
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u und s gelegentlich bieten kann, ebenso entschieden vortheilhafter,
den durch sie gezeigten Weg in der Rechnung zu betreten in dem
Falle als mit der Auflosung eines Systemes bestimmter Gleichungen
wie (1) auch die eines ihnlichen Systemes aber unbestimmter oder
doch die Darstellung seiner Eliminationsgleichung geboten ist; denn
dann ist es offenbar weit leichter, die Coéfficienten (2 /)_, zusammen-
zusetzen aus den bereits bekannten Grissen « und s oder den schon
behufs der Bildung der Eliminationsgleichung gerechneten (4 %), und
4, als die verschiedenen p zu ermitteln nach ihrer durch die Rela-
tionen (11) gegebenen Definition.

B. Gleichungen mit beliebigen Coéfficienten.

«. Unbestimmte Gleichungen.

Um bei Gleichungen mit beliebigen also im Allgemeinen nicht
symmetrischen Coéfficienten zu dhnlichen Resultaten zu gelangen, wie
beidenin den vorhergehenden Abschnitten behandelten symmetrischen,
wird es nothwendig, gleichzeitig zwei verschiedene Systeme der
Betrachtung zuunterwerfen, die zwar dieselben Coéflicienten aber nicht
in derselben Anordnung besitzen. Dieser Unterschied in der Stellung
der Coéfficienten besteht nun darin, dass ein Coéfficient, welcher in der
h'*" Horizontal- und £* Verticalreihe des ersten Systemes vorkémmt,
im zweiten seinen Platz findet in der £“" Horizontal- und 4*" Verti-
calreihe — mit einem Worte, Horizontal- und Verticalreihen werden
vertauseht beim Ubergange von einem Systeme zum anderen. Es wird
dies am anschaulichsten durch die Einfihrung der neuen Symbole :

(i)

in welehen fiic das eine System der Zihler die Ordnungszahl der
Horizontal- und der Nenner die der Verticalreihe angezeigt, wihrend
fir das andere System diese Bedeutungen sich umkehren, und des-
sen Werth eine Anderung erfahren darf durch eine Verwechslung
der in ihm enthaltenen Stellenzeiger 4 und £. Das erste System fin-
det sodann dem Gesagten zu Folge in:

(et ()t )nt - (oo
(

|
2 > : (1)
(Dot ot () o+ (2) 2w — s
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i )'1+(2)~+( i --(%-)m»

[

o elild

()t )t Gt ()mmsm
das zweite hingegen in:

(Dnt (ot (ot - ()omm

Do+ ) n+ (j—) v+ - (3) v = o

()1'+()’f~+()h --(g—)yn=sy3(2)
(H)J‘*‘ ( )"~+ (,g)'f AP -(-E)yn:syn

seinen Ausdruck. Es ist klar, dass auch hier die Gleichungen (1) und
(2) keineswegs alle 2 und y vollkommen bestimmen, sondern blos
deren Verhiltnisse; fithren wir daher mittelst der Relationen :

C u, (3)
Cl'vy i - lunagy ==\0kugi(4)

2y = Cw, €, g == 16 Uy o i il ateg

L

yqg = C'vy, Yy = C'vs, Ys

die neuen Grossen % und » ein, so ist es uns, da nach vollfithrter Sub-
stitution die constanten Factoren €', €” aus den Gleichungen (1) und
(2) hinwegfallen, gestattet, zur Entfernung aller Willkiirlichkeit diese
Grissen « und » zweien beliebigen Bedingungsgleichungen zu unter-
werfen.

Es ist nun vortheilhaft, diese Bedingungsgleichungen so zu
wiihlen, dass, falls man die Systeme (1) und (2) in symmetrische, also
heziehlich ihrer Coéfficienten identische iibergehen lisst, auch die u
und v zusammenfallen. Als eine derselben wird recht passend fol-
gende gelten konnen:

WMy F+wvs +Fugvs +.. .. w0, =1 (5)

da sie aber fiirw = » sich in die fiir symmetrische Gleichungen fest-
gesetzte :

uy Uy o u Fugus . . - wu, =1 (6)

verwandelt. so miissen wir als zweite offenbar eine solehe wiihlen,
die durch die Substitution u=2» identisch erfiillt wird. Unter der
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gemachten Voraussetzung nimlich fallen die Systeme (1) und (2) in
ein einziges zusammen und dieses reicht dann in Yerbindung mit (6)
vollkommen hin, alle # oder die ihnen gleichgeltenden » zu bestimmen,
daher eine weitere Bedingungsgleichung fiir die « oder v unzulissig
wiire. Eine solche durch die Annahime

U=7T
identisch erfiillte Gleichung ist nun etwa folgende:

Ug Uy oo + U Uy F . U U=y 0 F V00 F 505 + .. .0,0, (7)

und wir wollen sie auch, obgleich es eben nicht niothig wire, um
etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, beibehalten.

Die Gleichungen (1) und (2) darin die & und y durch die ent-
sprechenden » und v ersetzt in Verbindung mit denen (5) und (7)
sind es also, mit deren Auflosung wir es zu thun haben.

Wir haben in beiden Systemen (1) und (2) den ,unbestimmten
Coéfficienten® mit einerlei Zeichen mit s angedeutet und dies darum,
weil in der That beide Systeme dieselbe Eliminationsgleichung, also
auch einerlei Wurzeln besitzen. Man konunte dies leicht nachweisen
durch das allgemeine Bildungsgesetz der Determinante der Coéfficien-

h d 3 b g g
ten (T) aus welcher die erwihnte Eliminationsgleichung bekannt-

lich dadurch hervorgeht, dass man in demselben alle Coéflicienten

von der Form
I
)

denen wir auch hier den Namen der diagonalen geben, mit

k
(A) ot
vertauscht und das so verinderte Polynom der Nulle gleich setzt.
Dem Gange unserer Rechnung ist jedoch eine andere Beweisart
natiirlich — dagegen beniitzen wir das Bildungsgesetz der Deter-
minante dazu, um zu zeigen, dass auch fir nicht symmetrische Glei-
chungssysteme wie (1)und (2) noch die Summe der Wurzeln der Eli-
minationsgleichung der Summe der Diagonal-Coéfficienten gleich sei,
withrend wir uns die Schopfung dieses Beweises aus den Gleichun-
gen (1) und (2) selbst noch vorbehalten.
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Diese Determinante setzt sich nun zusammen aus einer Reihe
von Produeten, welehe aus dem ersten derselben:

1 2 3 n

Gl G i L
fiir das System (1) dadurch erzeugt werden, dass man in ihm alle
miglichen Vertauschungen der in den Symbolen (%) als Nenner
auftretenden Stellenzeiger vornimmt, hingegen fiir das System (2)
dadurch, dass man in gleicher Weise mit den als Ziahler erscheinenden
Stellenzeigern verfihrt. Daraus erhellt aber, dass nur in dem ersten
sliede (8) der Determinante simmtliche Coéfficienten von der

Form:
( k
2 )

n an der Zahl vorkommen, in jeder der iibrigen aber deren hichstens
n—2 an der Zahl erscheinen kionnen. denn schon eine einfache auf
nur zwei Stellenzeiger in (8) sich beziehende Permutation liefert in
dem neuen Gliede bereits ein Factorenpaar wie:

I k
iRy i nnGBya slind

belisst also nur #—2 Symbole in ihrer friitheren Form. Erinnert man
sich jetzt der Art, wie aus der Determinante die Eliminationsgleichung
n s hervorgeht, so ersieht man, dass lediglich das erste Glied der
nach oben angegebener Weise verinderten Determinante, das ist:

A | : -9 : <8 n

-F'—s — ) — 5 =Nl . i —)—s
[ )l )=l [ s
die ' und (n—1)", alle iibrigen aber hichstens die (z—2)* Potenz
von s enthalten konnen. Demnach kommen die zwei hochsten Terme

der Eliminationsgleichung nur aus (9) und da sie offenbar folgende
sind:

et () + B+ @+ B+

so ist auch bewiesen, die Summe der Wurzeln der Eliminationsglei-
chung sei der Summe der Diagonal-Coéfficienten gleich.

Das Gesagte gilt nun fiir beide Systeme (1) und (2), nennen wir
daher die Summen der ersten, zweiten, dritten ete. Potenzen der
Wurzeln in Bezug auf das erste System

8 Sl 9 CRUE heF 1503 (9)
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in Bezug auf das zweite aber

W v/ W/ W
‘Sh's‘l:* Bive s et S

so wird man zuvirderst haben:

s i) ()R G LMD

Dass auch fiir die Summen hoherer Potenzen der Wurzeln dhn-
liche Gleichungen gelten wie (10), hat darin seinen Grund, dass sich
die in den Systemen (1) und (2) herrschende Reciprocitit unter
den Coéfficienten auch in alle Systeme von hioherer Ordnungszahl als
der ersten fortpflanzt. Da aber dies nicht unmittelbar wahrgenommen
werden kann, so miissen wie diese letzteren, zumal sie auch sonst
noch nothig werden, entwickeln.

Es geschieht dies genau so wie bei den symmetrischen Gleichun-
gen im ersten Abschnitte. Man gewinnt nimlich, falls man von einem
der Systeme (1) oder (2) zu dem entsprechenden zweiter Ordnung
vorschreiten will, irgend eine Gleichung, etwa die £ dieses letzteren,
wenn man die Gleichungen des urspriinglichen Systems der Reihe
nach multiplicirt mit den Coéfficienten der A" Horizontalcolumne
eben dieses Systemes erster Ordnung und sie darauf alle addirt. Die
Gleichungen zweiter Ordnung sind dann der Zahl nach vollstindig,
wenn simmtliche Horizontalreihen auf diese Weise verbraucht wor-
den. So wie aus dem System erster Ordnung das zweiter Ordnung
entsteht, so entsteht auch aus diesem das der dritten ete., und allge-
mein aus dem der »'" das der (r—41)"". Bezeichnet man daher die
Coéfficienten der aus (1) abgeleiteten Systeme hiherer Ordnung mit :

(),
6

die, welche den aus (2) hervorgegangenen angehiren, so wird die

Bildung des Coéfficienten von u, in der A'" Gleichung des (r-1)""
Systems der einen Gattung geschehen durch Multiplication der Terme :

hingegen mit

By 25’ 3y ny'
(), )bl okt (),
mit der correspondirenden der Reihe:
/
CHCNOENG

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. XII. Bd, V. Hft. 04




982 Lichtenfels.

und darauf folgende Addition aller einzelnen Producte, hingegen die
des Coéfficienten von w, in der £ Gleichung des (r+1)"" Systemes
der anderen Gattung durch eine dhnliche Behandlung der Terme:

AN RN R
@D. @G G
mit denen der Reihe:

() )l et il

die Bildungsgesetze der einen und der anderen Art Coéfficienten wer-
den daher sein:

G~ @) G)+ 3. Crr e S
) Eet

Gl G )+(”) )+ (), GG
) (2]

Die Reciproeitit der beiden Coéfficientensorten oder was dasselbe

(T N
GGl
lisst sich nun fiir einen bestimmten Werth von » nachweisen, unter
der Voraussetzung, sie finde Statt fiir die nichst niederen Ordnungs-
zahlen » und »—1. Geben wir nimlich den Gleichungen (11) und
(12) folgende Gestalt:

H.=SE I Eh (13)
GL-ge G e

so konnen wir dann, da denselben Bildungsgesetzen zu Folge auch

(5).= \ (J), e )’ (15)
(3).- S{(%);_. @ (16)

ist die Gleichung

und
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&) GY

in (13) und (14) mit den ihnen ja gleichgeltenden aus (15) und

(16) genommenen :
&y (ﬁ '
( k ),. ; 17,),.

vertauschen und gelangen somit zu den neuen Formen :
hat - " p 5
(T)T*: S"S ;\(T ) ) (“2 (17)
L % 1 ' h B\ )n .
.- B O@

welche wegen der ebenfalls vorausgesetzten Gleichheit :

(e
GG (5

beweisen. Da aber die Gleichung (19) besteht fir =0 und wie ein
Blick auf (11) und (12) lehrt auch fiir =1, so besteht sie dem
eben Bewiesenen zu Folge auch fiir »=2, ferner eben darum fiir =3

ist, die Symbole

auch die von

u. s. w., kurz fiir alle moglichen Ordnungszahlen ». Nennen wir
also die in (19) identisch befundenen Symbole:

G

so bekommen wir fiir die aus (1) abgeleiteten Systeme hoherer
Ordnung :

(Dt Gt (oot - (e o
()t Gt (et ()
( ) wy + ( ) u, + (;) u; i (%)ruﬂ = 8"Uy =)

Gt (ot @t - ()em o

647
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und fiir die aus (2) abgeleiteten:

2 3
(ot Gt (Dot (e
Dt Gt (ot o (), rmr
i 2- 3
()t Gt Gt G)

1 2
(—] T (—) v + ( ) . ( ) Un = 870,
n r nry
als allgemeines Schema, wihrend die in ihnen enthaltenen Coéffici-
enten durch das gemeinschaftliche Bildungsgesetz:

G, -Gl G Chl
(3.6 (22)

=1l (%) * ('i) () + ). Gl
A LS & =N

Kehren wir jetzt zuriick zu den Grissen S, §” und der Elimina-
tionsgleichung. Da die Systeme (20) und (21) beziiglich identisch
sind mit den urspriinglichen erster Ordnung (1) und (2), denn sie
wurden ja blos durch Combination der letzteren unter einander
erzeugt, so muss auch ihre Auflisung dieselben Werthe fiir s zu-
lassen wie die Auflosung dieser ; woraus folgt, dass die Grissen

21)

W

i Y1
A *S r

aus den Diagonal-Coéfficienten in (20) und (21) genau so entstehen
wie die:

S 8y
aus den analogen Coéfficienten in (1) und (2). Es besitzen aber die
Systeme (20) und (21) gemeinschaftliche Diagonal - Coéfficienten,
wie man sieht, die Griossen S/, S/ bekommen daher ebenfalls einen

gemeinschaftlichen Werth und zwar den:

y B 2 g n
5=(5), + (3),+ G+ 22 ()N
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woraus wiederum folgt, dass die beiden in Rede stehenden Glei-
chungssysteme einerlei Eliminationsgleichung

F(s)=0 (24)

haben, deren Coéfficienten, nachdem sie in entwickelter Form aufge-
schrieben worden:

g LA,V L A .. 4, s+ 4. =0 (2b

sich dureh die Griossen S mittelst der bekannten Relationen:

S+ 4, =0, S; + 84 +24, =0, .. S + Sa—t 41+
4+ S, 4y + 04, =0 (26)
bestimmen.

Die Kenntniss des Umstandes. die Systeme (1) und (2)
liessen dieselben Wurzeln s als Auflosungen zu, erleichtert uns die
Auffindung einfacherer Beziehungen, in welche die u und » unter
einander treten. Zu diesem Ende bezeichnen wir die einzelnen Wur-
zeln der Eliminationsgleichung (25) mit

R T e SR

ferner die einer derselben etwa s, entsprechende Reihe der » mit
TR T A e AR TR
und die der v mit

g A, LR

und behandeln die Systeme (20), (21), nachdem wir in ihnen der
Einfachheit wegen die Ordnungszahl »=1 genommen, das erstere
aber auf die Wurzel s,, das letztere auf die s, bezogen haben, genau
so, wie wir es im ersten Abschnitte thaten, um die Realitit der Wur-
zeln zu beweisen. Wir multipliciren namlich die geinderten Glei-
chungen (20) der Reihe nach mit

h

n

t‘]h) _ngll.‘ L‘sh e ,v

worauf wir sie alle addiren, jede Verticalcolumne zu einem Gliede
vereinigend. In dem Resultate:

W[ (D)eot (et (B)nd]+
+ ad[ (D) otk (e - (o] +

Fa (et (et - (2o

= 8 (¥ v® + w* v + wgk v+ . . w,h o) (27)

I
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erkennen wir aber durch ein Zusammenhalten mit den in beschrie-
bener Weise geiinderten Gleichungen (21), dass die hier als Faeto-
ren der u erscheinenden Polynome der » der Reihe nach ersetzt
werden konnen durch:

. I h h I
Sh i.l s 3;. P'-: ] RII "Ji L7 L B Ril ‘!n.

Wir fiihren also diese Substitutionen aus, bringen dann die (27)
auf Null und bekommen somit:

(8i—3) (1" v" + wo* 0" + w* v+ . . wfv,)=0 (28)

Zur Erfiilllung der (28) ist es aber nothwendig, dass einer der

Factoren des auf der linken Seite vom Zeichen stehenden Produetes
verschwinde. Der Factor

.&‘h O

ist aber wegen der Ungleichheit der Stellenzeiger im Allgemeinen von
der Nulle verschieden, das Polynom der % und » muss daher der Nulle
cleich sein, das heisst, es muss

TG T S TR TR L SR | (29)

sein; jedoch mit Ausnahme des Falles, wo #=/ wird, denn dann ist
die Gleichung (28) wegen

Sk_'qk - ﬂ

ohnedies identisch erfiillt, es wird vielmehr alsdann in Gemissheit
der Gleichung (5), die wir fernerhin fiir alle den einzelnen Wurzeln
entsprechenden Reihen der « und v statuirt wissen wollen,

il Vol TS R B TR R i (30)

Das Gesagte gilt streng genommen nur, wenn die Eliminations-
gleichurfg lauter verschiedene Wurzeln hietet; finde nidmlich dies
nicht Statt, wiirden also eine oder mehrere der Differenzen

Sh—8k

trotz der Verschiedenheit der Stellenzeiger der Nulle gleich, so
kionnte man aus der Gleichung (28) nicht mehr auf die entsprechende
(29) schliessen. Ahnliches wie im ersten Abschnitte bei den symme-
trischen Gleichungen kinnten wir auch hier beziiglich des Vorkom-
mens gleicher Wurzeln s bemerken, wir begniigen uns jedoch zur
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Vermeidung von Weitliufigkeiten die dortige Annahme, die Elimina-
tionsgleichung besiisse in der That lauter verschiedene Wurzeln,
auch auf die hier behandelten Gleichungen auszudehnen und riick-
sichtlich der durch das Auftreten gleicher Wurzeln etwa erforder-
lichen Modificationen der Rechnung auf den Schluss dieses Abschnit-
tes zu verweisen.

Es gelten uns also die Relationen :

0" W et et 4. e e =1 (31)

w" v v w4 .. w =0 (32)
gewiss fiir alle von einander verschiedenen Stellenzeiger A und £.
Wir leiten zunéchst aus ihnen einige neue ab und zwar auf folgende
Weise:

Wir multipliciren die aus (31) und (32) durch Vertauschung
von k£ mit 7 und /4 der Reihe nach mit 1, 2, 3 ... » hervorgehenden
Gleichungen:

"ttt w4 L L L w e, =0
Ut 0" L L L w02 =0

"""y . e =1 (33)
"""t w0 .. L w =0
in der Ordnung, in welcher sie aufgefithrt worden, mit
Uets W% d s
und addiren sie nachher. Das Resultat wird, wenn wir die neuen
Symbole
[ v, ]=uwro' + wlo2 4 uwlio3+ ... 000" (34)

in Gebraueh ziehen, folgendes sein:

" Ju 01 ] + v [ va] + 5" [we v5] + - - - )" [ur v,] = %" (35)
In diesem letzteren ertheilen wir jetzt dem » nach und nach alle
Werthe von 1 bis # und unterwerfen die so neu entstehenden Glei-
chungen:
wt [wooy | Fuat[wve ]+ . . . w [ v,] = u,!
w[wov | w v ]+ - . - w2 [wv,] =2
ud [wvy ]+ i wmvs] + - . . w3 [ww.] = (36)

- . -

" [wvy] + w [wv]+ . . . w" [y0,] ="
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wieder einer Multiplication aber mit der Factorenfolge:
'Phl, ”h‘:- f..'ha . s » Ph“

und nachheriger Addition, was uns in Yerbindung mit (34) zu
& o

[eeyes ] [y | 4 [waen] [wes ] + [wsvn] [wes ]+ - - -
: S (37)
+ [w, 0] [won] =] wv4]

gelangen lasst. Soleher Gleichungen wie (37) kinnen wir uns aber
dadureh, dass wir sowohl /4 als £ die Reihe der natiirlichen Zahlen
durchlaufen lassen, offenbar »#* an der Zahl verschaffen. Daraus nun
und aus dem Umstande, dass diese Gleichungen die Symbole [u, v,]
in verschiedenen Dimensionen enthalten, folgt, dass sie die Werthe
der letzteren, deren es ebenfalls nur 22 an der Zahl gibt, vollkommen
zu bestimmen fahig sind. Es wire nun gewiss nicht leicht, diese n?®
Gleichungen allgemein aufzulosen und wenn schon dies bereits
geschehen wiire von den vielen Auflosungen, welche sie fiir jede
ihrer Unbekannten [, v,] bieten wiirden, gerade die hierorts pas-
sende auszuwihlen — denn eine kann es nur sein, weil ja fiir uns
die Symbole [, v,| nach (34) zusammengesetzt sind aus den durch
die vorhergehenden Gleichungen definirten Grissen « und »; man
gelangt aber fast ohne alle Rechnung zum Ziele durch folgende ein-
fache Uberlegung :

Denken wir uns, die Gleichungen (37) seien bereits aufgelost
und die Auflosungen unter die Form

I:Hk 3‘&] = ‘Efj.-h (38)

gebracht, so ist klar, dass die Grossen @y simmtlich reine Zahlen sein
miissen, denn die Gleichungen (37) enthalten ausser den gesuchten
Symbolen gar keine anderweitigen Grissen, dass sie also insbesondere
von den Coéfficienten (;f) der beiden Systeme (1) und (2) in kei-
ner Weise abhiingen. Ohne also die Grissen oy zu beriithren, kinnen
wir die erwihnten Coéfficienten beliebig wihlen, thun wir aber dies,
so dass die Systeme (1) und (2) symmetrisch werden, so fallen uns
den am Eingange statuirten Gleichungen (8) und (7) zu Folge die
Werthe der # und v zusammen, die Symbole [, »,] gehen iiber in:

[won] =[w, | =wtw,' + w2w2+ . . . wro"

und erhalten somit gemiiss den Gleichungen (18) und (19) des
ersten Abschnittes den Werth Nulle, wenn 4 und % von einander ver-
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schieden, hingegen den Werth 1, wenn dies nicht der Fall ist. Com-
binirt man jetzt das Gesagte mit (38), so geht aus demselben hervor,
dass wenn die %3 die hierorts passenden Auflosungen der Gleichungen
(37) vorstellen sollen, von ihnen alle mit verschiedenen Stellenzei-
gern behafteten verschwinden, alle mit gleichen oberen und unteren
Stellenzeigern hehafteten hingegen der positiven Einheit gleich sein
miissen. Die gesuchten Auflisungen der Gleichungen (37) werden
daher folgende sein:

[woe] =w' v +wcv+usvst . . wmor=1 (39)

[wos] =w' o' +wro 24+ wdod 4 . . o =0 3
erstere giiltig fiir jeden, letztere fiir jedes Paar ungleicher Stellen-
zeiger. Sie ermoglichen es uns die simmtlichen Coéfficienten

h
().
auszudriicken dureh die «, », und die Wurzeln der Eliminationsglei-
chung (25). Zu diesem Zwecke wahlen wir aus den Systemen (20)
(21) eine Gleichung, welche den genannten Coéfficienten enthilt,

etwa die 4" in (20). beziehen sie nach und nach auf alle Wurzeln s
und nehmen mit den so bekommenen Gleichungen :

(5, w4 (), (3) - () =
(‘;—e)i % 1 (;) - w,* 4 (i) | us*+4 . . (-::—) =
(%) ( ) ( ) ", - .(—].u,,ﬂzs"m."‘ (40)

(h) "+() "+(h) ’

eine Multiplication mit der Factorenfolge :

= H‘-r 'H.o,"

o
2|,
:___,
S .
R
I

VAT
und nachherige Addition vor. In dem Resultate, welches mit Beriick-

sichtigung von (34) so geschrieben werden kann:

() frnd+ (), Lo+ - - (5) [+

h :
_) [”n tl’-‘_l =38 " Uy ' vy _I_ So" UREU* + 83" U303 J[_ .
n

+ Rnr IHA“ ”k“

(41)
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tragen aber gemiiss den Relationen (39) alle Coéfficienten einen der
- . + o . L h
Nulle gleichen Factor bei sich, mit alleiniger Ausnahme von (7{)

welcher mit der positiven Einheit multiplicirt erscheint. Dieser selbst
findet sich daher schon, wie verlangt, mittelst der Gleichung:

h
(T) =8 w100 4 "ot " wltol 4 . L L8 wt e (42)

dargestellt, als Function der #, » und der Wurzeln der Eliminations-
gleichung. Zur Gewinnung der Relationen (31), (32), (39) und der
Gleichung (42) aus ihnen war uns allein die Kenntniss nothwendig,
die Systeme (1) und (2) besissen einerlei Wurzeln s, keineswegs
aber die der Eliminationsgleichung selbst; hatte man sich also davon
aufirgend einem anderen Wege als dem oben angegebenen iiberzeugt,
so konnte man jetzt Behufs der Darstellung dieser von der Gleichung
(42) ausgehen. Denn setzt man in der letzteren =% und nimmt als-

dann mit ihr eine Summation nach dem Stellenzeiger £ von 1 bis »
vor, so erhilt man, da in der Summe jede Wurzel s sich mit einem
Polynome wie:

%20, + 1w 0% 03U - . . . ULV
die gemiiss den Relationen (31) simmtlich der Einheit gleich sind,
multiplicirt findet:

q,*'+s.;'+s;._"+---sn"=( )+(-,)+(‘;)+ ( ) (3

eine Gleichung, die von Neuem zeigt, in jedem Systeme beliebiger
Ordnungszahl sei die Summe der entsprechenden Wurzeln der
Summe der Diagonal-Coéflicienten gleich und die identisch mit der
(23) unmittelbar zur Bildung der Eliminationsgleichung fiihrt.

Das hierzu dienliche Verfahren ist nun, wie aus den oben ent-
wickelten Formeln zu ersehen, genau der Form nach iibereinstimmend
mit dem, welehes wir im ersten Abschnitte zu einem idhnlichen
Zwecke in Bezug auf symmetrische Gleichungen angegeben haben,
man berechnet nimlich aus den Coéfficienten der Systeme (1) und
(2) die aller hoheren Ordnungen bis einsehliesslich der ' nach

G+ .+ G
E+GE).G)+ Gl

ilrem Bildungsgesetze :
h /i
(_,!.7),.;1 (,f)(!) (
) _i; ‘),_(';,- ) (

h

n
n
k

)
3!



Uber die Theorie der linearen algebraischen Gleichungen. 99]

dann addirt man simmtliche Diagonal-Coéfficienten je einer Ordnung,
um die Potenzsummen der Wurzeln

§ " 9 . n
S=(D+E)+D+ ¢

zu ermitteln, aus welchen Elementen man schliesslich mit Hiilfe der
Relationen (26) die Coéfficienten A der Eliminationsgleichung

"+ A4 "'t A4 A4 A, =0 (45)

berechnet.

Gehen wir nun iiber zur Untersuchung des Vorkommens reeller
oder imaginiirer Wurzeln der Eliminationsgleichung und deren Ver-
halten hinsichtlich ihres Vorzeichens und numerischen Werthes. Im
ersten Abschnitte konnten wir uns zu idhnlichem Zwecke der Glei-
chung (. 40) mit einigem Erfolge bedienen, hier kinnen wir dies mit
der ihr analogen (42) darin & = £ gesetzt nicht, weil in der letzteren

weder alle Wurzeln s reell sein noch simmtliche Produete u,* v*
einerlei Zeichen, das positive, nothwendig tragen miissen, wie dies bei
den symmetrischen Gleichungen mit den dort auftretenden Wurzeln und
Producten u,* w,* der Fall war; es steht uns zur Ermittelung allge-
meiner Bestimmungen hinsichtlich der Wurzeln nebst dem Bildungs-
gesetze der Coéfficienten allein die Betrachtung der Grissen:

Si=7 et gt el - g (46)
zu Gebote. Scheiden wir die Wurzeln in zwei Partien, reelle und
imaginire, nennen die ersteren

G1s T2y T3

die letzteren aber, welche stets nur als conjungirte vorkommen
kbonnen, da in der Eliminationsgleichung (45) simmtliche Coéfficienten
A reell sind,

F
"

wobei wir, was immer erlaubt ist, die Modulle ¢ der imaginiren
Wurzeln als positive Grissen betrachten, so nimmt die Gleichung (46)
folgende Gestalt an:

Sy = p1 €08 (roy) + py cos (rp1) + p2 cos(rp:)+ g2 cos (r9.) + . . .
= el s o T (47)

Die Bigen ¢, 9,, v; .. . konnen nun zwar ganze gebrochene,
rationale oder irrationale Zahlen sein, es wird uns aber in allen
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diesen Fillen mit einem beliebig hohen Grade der Niherung gestattet
sein, denselben folgende Formen zu ertheilen:

I’Ciﬂ “2?: ﬂ's-'s'
| = — (02 —_— < 3 —_— o e e et
7 m m 7 m

unter den m, @y, ., @; . . . ganze Zahlen verstanden, wenn wir nur
diesen letzteren beziiglich ihrer Grisse keine Beschrinkung aufer-
legen. Geben wir also nach den angezeigten Substitutionen in (47)
dem 7 einmal den Werth

2 pm

2p+1)m

unter p ebenfalls eine ganze Zahl verstanden, so bekommen wir, da

ein andermal den

alle Cosinuse von der Form:
Cos (2 par)

der positiven, hingegen alle von der Form:
Cos [(2p+1) ar]

der negativen Einheit gleich sind, das erste Mal:

S‘.’pm_ — ( P‘fpm P‘lEpm_I_ l!"z“:””“l_*'*f‘?””“‘l‘ Te )+ (-O_*I’pm _l_ g%’P"‘ _t_ ,J-‘fpm 2% ) (48)

das zweite Mal aber:

Staptim — — (A IR - o@rtOm | CrtOm | oCpitn f )
+ (,J-E'Ep-!-f}m + G£.2;;+1)m + 5£2p+l)m _l_ o' ) (49)

Eine Grenze der reellen und der Module der imaginiren Wurzeln
geht nun aus (48) hervor. Diese Gleichung enthilt nidmlich auf
ihrer rechten Seite lauter positive Grassen, es kann daher keine der-
selben grisser sein als der linke Theil eben dieser Gleichung,
demnach ist

opm_

V Sepm |
und zwar fiir ein beliebiges p eine solche Grénze. Aus dem Bildungs-
gesetze der Coéfficienten hoherer Systeme (44) erhellt aber, dass
wenn man mit ¢, den numerisch grossten der Coéfficienten im
Systeme 7" Ordnung ferner mit Q" die grisste der durch passende
Wahl des Stellenzeigers & und des Vorzeichens eines jeden Gliedes
zu erreichenden Summen:

TOMONOFG
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endlich mit Q" ebenso die grisste der Summen:

(D@ @s o)

bezeichnet einerseits

grir <g- 0 (50)
anderseits auch .
grit <qr Q" (50)

sei. Yerbindet man jetzt, nachdem man in den Relationen (50) das »
auf die verschiedensten Weisen gewiihlt hat, alle gefundenen Un-
gleichheiten unter einander, so ergibt sich

r—I1

g <1 Q (51)
und
r—I1
gr <q 0" (51)

Da aber der numerisch grisste Coéfficient im »**" Systeme l‘~t, S0
r
hat man auch offenbar in Bezug auf numerische Werthe
5

5= (1), + G- () =<

also auch wegen (51)

r—I1
S < nq O
und

r—1

S, <. ng, 0
die gesuchte Grenze ist daher gewiss kleiner., als jede der beiden
Grissen:

2pin 2pm

O VE'?! W v
Q' Q"
diese selbst nihern sich aber, da weder ¢ noch die Q" und Q" das p
enthalten, und die letzteren kleiner sind als 7% ¢,, oder diesem hich-
stens gleich, beim Wachsthume der willkiirlichen Zahl p immer mehr
den Grissen:
Q. Q'

nennen wir daher die kleineren derselben Q so ist dieser Werth:

Q (52)
eine Grenze, weleche weder die reellen Wurzeln noch die Module
der imaginiren, falls man vom Zeichen absieht, zu iiberschreiten
vermogen.
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Nehmen wir jetzt die Gleichung (49) vor. Da der Voraussetzung
nach die Module p simmtlich positiv sind, so kann der rechte Theil
dieser Gleichung nur dann positiv werden, wenn wenigstens eine
der reellen Wurzeln s und zwar in iberwiegendem Masse positiv ist.
Besitzt demnach der aus den Coéfficienten berechnete Werth des linken
Theiles eben dieser Gleichung das positive Vorzeichen, so muss
wenigstens eine reelle und zwar positive Wurzel der Eliminations-
gleichung geniigen. Wir kennen aber m nicht, kinnen also auch
S@p+1)w nicht berechnen, wohl aber ist so viel klar, dass diese
letztere Grosse fiir alle p positiv ausfallen miisse, wenn alle Coéffi-
cienten positiv sind. Der einzige aus (49) zu ziehende Schluss ist
demnach der: die Elimationsgleichung in s miisse mindestens eine
reelle und zwar positive Wurzel zulassen, wenn das gegebene Glei-
chungssystem entweder selbst Coéfficienten von durchgehends positiven
Zeichen besitzt oder doch in ein derartiges verwandelt werden kann;
also auch, wie eine Vertauschung von s mit —s in den Gleichungs-
systemen (1) und (2) lehrt, mindestens eine reelle negative Wurzel
dann, wenn simmtliche Coéfficienten negativ sind. Die erwihnte Um-
wandlung der Systeme (1) und (2) aber lisst sich so wie bei den
symmetrischen Gleichungen und nach derselben dort angegebenen

) : R . : o h
Weise erzielen, wenn das Zeichen eines jeden Coéfficienten { -
- 2

bestimmt ist durch einen Ausdruck wie:
+ (—1)e®+e® (53)

unter ¢ (k) eine Function verstanden, die fiir jeden Stellenzeiger £
eine ganze Zahl wird. Dessgleichen iibertrigt sich auch hierher die
dort gemachte Bemerkung hinsichtlich imaginirer Coéfficienten; denn
lisst man diese wieder ausgedriickt sein durch ein Produet ihres
numerischen Werthes in eine Grisse wie (53 ), aber unter Annahme
nicht die Function ¢ (%) selbst, sondern nur 2 ¢ (%) solle stets eine
ganze Zahl sein, derart, dass unter ihnen imaginire vorkommen kinnen,
so filhrt man, so wie im ersten Abschnitte unter («, 48, 49) ein
symmetrisches, auch hier das vorgelegte nicht symmetrische Glei-
chungssystem sehr leicht auf ein anderes mit durchgehends reellen
Coéfficienten behaftetes zuriick, woraus folgt, dass das erstere trotz
seiner imaginiren Coéfficienten so lange keine imagindren Wurzeln s
zulassen werde, als das letztere solche nicht bietet.
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War es nun bei den symmetrischen Gleichungen von Interesse
Bedingungen kennen zu lernen, an deren Erfillung das Vorkommen
von Wurzeln mit einerlei Zeichen in der Eliminationsgleichung
gekniipft ist. so wird dies hier der gleiche Fall sein mit denen,
welche, sobald ihnen Geniige geschehen, das Auftreten wenn nicht
durchgehends positiv oder negativ reeller Wurzeln, so doch solcher
herbeifiithren, deren reelle Theile an Zeichen nicht verschieden sind.
Wir setzen also, einem schon gebrauchten Verfahren folgend, in die
Gleichungssysteme (1) und (2) » 4 o statt s, worauf wir das », von
dem sogleich vorausgesetzt werden soll, was sich spiter als erforder-
lich zeigen wiirde, es sei positiv und griosser als jeder der Diagonal-
Coéfﬁcienten(%), auf die linke Seite der Gleicliungen bringen, und es
wird dann, damit die Eliminationsgleichung in s keine Wurzel mit
negativen reellen Theilen liefere, hinreichend sein, dass die in 7 keine
besitze, deren Modul grosser ist als ». Mit Riicksicht auf die kurz
vorher nachgewiesene oberste Grenze der Module der imaginiren
Waurzeln eines Gleichungssystemes mit beliebigen Coéflicienten wird
dies aber dann Statt finden, wenn in den transformirten Systemen
(1) und (2) entweder die Summen der numerischen Werthe aller je
einer Horizontalreihe oder die der numerischen Werthe aller je
einer Verticalreihe angehorenden Coéfficienten gleich oder kleiner
sind als 7. Bezeichnen wir also die Summe der numerischen Werthe
der Glieder einer Reihe wie:

| 2 3
o G MG R
mit p,” ferner eine dlinliche Summe einer Reihe wie
o I W
) B 2 3./, n

. : . - . ppt . k
mit p,” beide aber mit Ausschluss der Diagonal-Coéfficienten (?),

so werden, weil in den transformirten Systemen wegen der iiherwie-
genden Grisse des » die Diagonal-Coéfficienten die numerischen

Werthe
k
4 == (f)

bekommen, die gesuchten Bedingungen offenber folgende sein :

ke (’-‘) b (54)

k
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oder die
k .
)t =t (85)

je nachdem man die Horizontal-, oder die Verticalreihen des einen
oder des andern der beiden Systeme (1) und (2) der Rechnung zu
Grunde legt. Damit also die Eliminationsgleichung in s lauter
Wurzeln mit positiven reellen Theilen liefere, wird es hinreichen,
dass die Diagonal-Coéfficienten eine der Relationen

(3) —>» (56)

oder
( i) — = py (57)

erfiillen und es werden, wie man sich leicht iiberzeugt, an die Stelle
dieser Relationen folgende treten:

& (i) = > Pk (58)

und _
(&)= o

wenn die reellen Theile simmtlicher Wurzeln das negative Vor-
zeichen besitzen sollen.

Darauf gestiitzt, lassen sich nun weiter Bedingungen angeben,
die, wenn ihnen entsprochen wird, zur Folge haben, dass in simmt-
lichen Wurzeln der reelle Theil den in ¥/ —1 multiplicirten, abge-
sehen vom Zeichen, iiherwiegt, und solche deren Erfiilllung das Gegen-
theil bewirkt. Jede Wurzel wie

== ﬁ ‘//——'1
gibt ndmlich zum Quadrate erhoben
Lo B8) 40 IR

und es werden die reellen Theile der s* durchgehends positiv oder
negativ, je nachdem fiir simmtliche Wurzeln s die Relation

(€]

o>

oder die

ﬁ:::;.a':.
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besteht; nun besitzen aber die Systeme zweiter Ordnung eben die s*
als Wurzeln, wir werden also, um die erwiihnten Bedingungen zu
erhalten, blos die schon oben unter (56— 59) gefundenen auf
Systeme zweiter Ordnung zu iibertragen haben. Sie sind daher, wenn
wir der Kiirze wegen mit p, die kleinere der beiden Grissen
p und p,” und mit p,., eine dhnliche aber auf Systeme zweiter
Ordnung bezogene Grosse bezeichnen, nachstehende:

(i)__.:t:- oi % (60)

Erfiillen also die Ct}ﬁﬂlclt!lllvll(i-) alle Relationen der einen Art (60).

so herrschen in den Wurzeln der Eliminationsgleichung (25) die

und

reellen Theile vor und es gibt unter ihnen, abgesehen von Wurzeln
Nulle, namentlich keine reine imaginire : leisten sie aber allen der
anderen Art (61) Geniige, so herrschen in simmtlichen Wurzeln die
imaginaren Theile vor, und es gibt inshesondere unter ilmen, bei
gleicher Ausnahme keine, welche vein reell wire.

Wir wollen nun auch hier, um einen Vergleich unserer Methode
mit der combinatorischen hinsichtlich ihres praktischen Werthes
ziehen zu kinnen, sehen, wie viele Multiplicationen oder Divisionen
erstere auszufithren vorschreibt zur Darstellung  der Eliminations-
gleichung (25) in Zahlen.

Die Coéflicienten dieser Gleichung entstehien aus den Grissen S,
und diese wiederaus den Diagonal-Coéfficienten simmtlicher Systeme.
Wiire es nun nicht moglich zur Kenntniss der Diagonal-Coéfficienten
irgend eines hoheren Systemes zu gelangen auf einem anderen
Wege als durch Berechnung sammtlicher Coéfficienten der vorher-
gehenden Systeme, so hiitte man, da ansser dem urspriinglichen erster
Ordnung noch 7 — 1 Systeme hoherer Ordnung mit je 22 Coéfficienten
erforderlich sind und jeder Coéfficient, wie ihr Bildungsgesetz (44)
ausweist, dureh z-Multiplicationen gewonnen wird

w3 (n—1)

Multiplicationen auszufithren, lediglich um die Grissen § zu berech-
nen. Die gesuchte Gesammtzahl wiirde sich daher, weil, wie schon

Sitzh. d. mathem.-naturw. CI. XII. Bd. V. Hft. 65
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. - n 1 . . - [
einmal erwihnt worden "> "~ —1 Multiplicationen und Divisionen
nothig sind, um aus densS, die Coéfficienten 4 der Eliminations-

gleichung zu finden, auf':

belaufen. Glicklicherweise ist aber dem nicht so. Es lassen sich
niamlich die Coéfficienten der Systeme hoherer Ordnung und zwar
vom (:— + 1 )""', wenn n gerade und vom (E : L + l)‘““ wenn n
ungerade, direct durch eine n-malige Multiplication gewinnen aus
je zwei, der so eben erwiihnten, vorhergehenden Systemen. Man
gelangt zur betreffenden Formel, entweder wenn man nicht wie bis-
her irgend ein System von der Ordnung (p-+¢) stufenweise aus dem
der ersten entstehen lisst, sondern durch Combination zweier, deren
Ordnungszahlen p und ¢ sind, oder aber mittelst der Gleichung (42).
Ersetzt man in dieser » durch p, £ durch », multiplicirt sie darauf mit

T . . . .
(;) und nimmt sodann eine Summation nach dem Stellenzeiger »

von 1 bis n vor, so ergibt sich:
13 \ Jn
MO, @ = S (D f i+ ey
fotafod ‘é" ’
2, P ip 20— 5 2
85 §fh (k)q'lu;‘ —+
Gemiss der Bedeutung der Grossen « und » ist aber:

es wird also auch:

(e i W 3
) ( ) (;) = s PP vt + s.P %02 857, 31-;, +....
r P 3
s

g)1

und dies verglichen mit (42), darin (p -+ ¢) statt » genommen, fiihrt

aufl

).,- .G+ (”),,(;.) () (DA
+(2)(3). (63)

eine Gleichung, die offenbar eine \-’0 'nl]g'enwinm'ung‘ des Bildungs-

gesetzes (4-1-) enthilt und deren Brauchbarkeit zu dem erwihnten
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Zwecke augenscheinlich ist. Die Zahl der erforderlichen Rechnungs-
Operationen stellt sich demnach auf nur:

nt. - (n—1) + T

wenn n gerade, hingegen auf

(A5 D+ () » + 25 —1 (65

wenn 7z ungerade; und es ist, so wie im ersten Abschnitte bei den

n (n

S glieg (64)

(]

symmetrischen Gleichungen, erweislich, dass sie mindestens von ge-
wissen, und zwar sehr niedrigen Werthen von »# angefangen kleiner
sei als die durch die combinatorische Methode geforderte, und dies
wieder um so mehr, je grosser z oder die Zahl der anfzulisenden Glei-
chungen. Es lisst sich aber auch die Umwandlung der meisten Multi-
plicationen in Additionen, aufwelche wir bei den symmetrischen Glei-
chungen hingewiesen haben, hier wieder anwenden, nur die Zahl der
Elemente, aus denen dann simmtliche Coéfficienten hoherer Systeme
durch Addition hervorgehen, erleidef eine Anderung, sie wird 922 und
es sind zu deren Gewinnung 8 n* Multiplicationen auszufiihren, die
Gesammtzahlen (64) und (65) kinnen daher fiir ein beliebiges » auf:

go s 2 (66)
herabgesetzt werden; endiich gilt noch dasselbe von der eben dort
angegebenen Controle der Rechnung.

Wir gehen nun iiber zur Ermitlelung der « und v. Bezeichnen
wir der Gleichformigkeit wegen mit (%)u (%)J die unter (39)
gefundenen Werthe der Symbole [u, v,] und [w, »,], so kinnen wir
die Gleichung (42) nicht nur fiir alle Zahlen » von der Einheit ange-
fangen gelten lassen, sondern auch fiir » = 0. Legen aber jetzt in der
erwithnten Gleichung dem 7 nach und nach die Werthe 0, 1, 2,3 ...
bei, so fiithren die so entstehenden:

h
'Hhi l"-kl -—|]— Uy l'kl‘z + ",‘3]«&_3 l-l-— . U vt = ( —)
k7o
L e AL, h
St Wt Ut - S WPV A S UV A L L ST WY = (_f)
T 1
1 | | o ] o h i W ard
81 2upi gl | S2UpvR® + SRRt . . L 82U = P (67)
n 1 ; [ n a9 9 | " « a : }"
s " vt - "W OR A MUV A L 8wt = (_f_)
5 -
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zuniichst zu einem neuen einfacheren Bildungsgesetze der Coéfficien-
ten des #'" Systemes. Multiplicirt man nimlich dieselben der Reihe
nach mit den Coéfficienten der Eliminationsgleichung 4,, A, _, ... 4,.1
und addirt sie hierauf, so verschwindet in der Summe der links vom
Zeichen stehende Theil, weil ja die s, s, ... s, die Wurzeln der
letzteren sind, man enthiilt daher als Resultat:

G+ 4G+ 4 ()4 A (), +
+ 4.(3) =0 (68)

eine Gleichung, die man symbolisch anch noch so schreiben kann:

Pi(3)f o (o)

Hitten wir aber die Reihe der Werthe, welehe wir in (42)
dem 7 ertheilten, anstatt von der Nulle von diesem selbst beginnen
lassen, so wiirden wir in derselben Weise, nach der wir zu den Glei-
chungen (68), (69) gelangten, auch noch folgende bekommen haben

h I h
( ;E.)r-i-n _*- jil ( k )I‘ { n 1 + r""” ,(.E.)r_‘_"_:‘,_l_ .
h - )
i At (.ff ),- 1 s (-F.'_),. TR

oder was dasselbe ist, die:

Fi(%) =0 (70)
woraus zu ersehen, dass das neue Bildungsgesetz, dureh welches
hohere Coéfficienten durch alle jene, welche in 2 vorhergehenden
Systemen dieselbe Stelle einnahmen wie der gesuchte in seinem und
die Coéfficienten der Eliminationsgleichung ausgedriickt erscheinen,
sich auchauf alle die erstrecke, deren Ordnungszahl grisser ist als 7.

Multipliciren wir aber jetzt die Gleichungen (67) und zwar nur
die ersten »— 1 derselben der Reihe nach mit den durch die Relation

}'1 ".
B b L e S el Sl e (1)

S—8u

definirten Griossen A und addiren sie hierauf, so bekommt in der Summe
Jedes der Producte #, »,, dessen oberer Stellenzeiger von p. verschie-
den ist, die Nulle zum Factor, withrend jenes, dessen oberer Stellen-
zeiger eben das p ist, in K. (s,) multiplicirt erscheint, wir gelangen
somit zu:

o - h St h - ; . h Y
vk (*"::-)*'An“( ;.,')" 1"’-1"('; )1 R R (f. )u—l (72)
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§ ()

s (73)

F'(s,)
hervorgeht, eine Gleichung, die offenbar fihig ist, die Werthe aller der
Wurzel s, zugeordneten # und » wiederzugeben, sobald nur noch
eine unter letzteren Grissen stattfindende Relation festgesetzt ist.
Hier wire also erst der Ort, die Eingangs unter (7) statuirte
Relation in die Rechnung einzufiithren, dies ist jedoch ganz iiber-
flissic — es geniigt, die noch je eine willkiirliche Constante ent-
haltenden 22 und y darzustellen, da es stets moglich ist, von diesen
auf die » und » zuriickzukehren. Zu diesem Zwecke dividiren wir
die (73) darin A mit % verwechselt mit v,*, verbinden sie dann mit
den Gleichungen (3). den gemeinschaftlichen Nenner v f(s,) in
die erwithnte Constante einbegreifend, und bekommen somit :

' Q ‘.«, ( )t 4 (74)

withrend ein dhnliches \vr[;ahrvn in Bezug auf die v und y:

i ‘ "\ !!' ”__' (¥
Yt = Gi) :’(z)h (75

liefert. In diesen Formeln sind sowohl die €', €7 als der Stellen-
zeiger A willkiirlich; nur miissen diese Grissen dieselben bleiben, so
lange man nicht von den einem bestimmten p zugehirigen Reihen
dem @ und y zu den einer anderen Wurzel entsprechenden iibergeht.
Beniitzt man auch hier die schon oft gebrauchte symbolische Be-
zeichnungsweise, so lassen sich von den Gleichungen (74), (75) die
eine weit iihersichtlicher
10!
h

Tt = (76)

-

woraus

i, . ,.k:;

und die andere so schreiben:

I iC s (17)

Der vielleicht zu wiinschende Riickbeweis dafiir, dass die aus (74),
(75) gezogenen Werthe der 22 und y den zur Auflisung vorgelegten
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Gleichungssystemen (1) und (2) wirklich Geniige leisten, wire aber
fir die @ etwa folgender:

Man multiplicirt die Gleichung (74) nach Hinweglassung des p.

(9 : - P :
der Kiirze wegen mit (ﬁ ) und nimmt hierauf mit ihr eine Summation
nach dem Stellenzeiger & von 1 bis # vor, wodurch man mit Beriick-
sichtigung des Bildungsgesetzes (44) zu:

§iDf =8 aw

gelangt. Da aber die A der Relation entsprechen:

).,. = 9).,.4,] —1- An—r—]
so lange » kleiner ist als », hingegen gleich Null sind, wenn » gleich
oder grosser als », so kann man die (78) auch so schreiben:

S 3(!’)?,‘:.__1 S {zr (%)}—1 &
n—I1
R R | OW,

woraus in Verbindung mit (74) davin £ durch ¢ ersetzt und wegen:
'91(1 e An

$iD et @

e i(3) +4(2))

folgt. In dieser Gleichung verschwindet aber, zu Folge der Relation

(79)

auch:

(68) das ganze in " multiplicirte Polynom, sie geht daher iber in

nachstehende

(."]l ) r, + (j) s, + (—r:—) X3+ - . (%) Q. =iy (81)

und damit ist derverlangte Beweis, der sich genau in derselben Weise,
wie leicht zu ersehen, fir die y filhren lisst, geliefert.

Nachdem wir so auch fiir die nicht symmetrischen Gleichungen
alle nothigen Formeln entwickelt haben, unter der Annahme, die
Uiminationsgleichung in s besitze lauter verschiedene Wurzeln, liegt
es uns nur noch ob zu zeigen, dass ihr Bestand keineswegs abhingig
sei von dieser Voraussetzung, und dies wird wieder nur nothwendig
sein in Bezug auf das so eben behandelte Gleichungssystem mit
beliebigen Coéfficienten, da ja dieses das mit symmetrischen Coéffi-
cienten behaftete als speciellen Fall in sich schliesst.
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Wir haben aber die erwithnte Voraussetzung wiihrend der
ganzen Rechnung nur zu einem Schritte benithiget, nimlich zur Fest-
setzung der Gleichungen (30) und (31) oder was dasselbe ist, der
(39) und Ableitung der (42) aus denen (20) und (21) mittelst der
(39); zur Herstellung des verlangten Beweises wird es also geniigen,
die Gleichungen (20) und (21) riickwirts aus denen (31). (32)
und (42) entstehen zu lassen, jedoch ohne die bewusste Annahme
dazu zu gebrauchen. Dies geschieht nur durch eine Multiplication
der (42) mit %, * und darauf folgende Summation nach dem Stellen-
zeiger k von 1 bis » fiir (20) und durch dieselbe Operation aber
mit »,* vorgenommen fiir die (21); im ersteren Falle erhilt man
mit Hiilfe der Relationen (31) und (32):

h h ; I _
(_T*)rm e ( ;-)rﬂ-.:"**i' ( é—)ru;;-“-i— cos (?—:)rft,,**:-%”m.” (82)

und im letzteren

(%)rr,il-k( : )r Yaiial (:), vgti-. .. (;_!),, O =8, V" (83)

also die Reprisentanten simmftlicher Gleichungen der Systeme (20)
und (21) woraus sogleich folgt, dass sich die gegebenen Systeme
(1) und (2) mit ihren Bedingungsgleichungen (5) und (7) ersetzen
lassen durch die (7), (31), (31) und (42), denn der einen wie der
anderen sind wie leicht zu ersehen, genau so viele als es Unbekannte
gibt, nidmlich 2224 n. Die oben dargestellten Auflosungen fiir die
« und v miissen daher, schon ihrer Form nach, den urspriinglich gege-
benen Gleichungs-Systemen (1) und (2) Geniige leisten, es erleidet
demnach keinen Zweifel. dass sie dies auch dann noch thun, wenn die
Eliminationsgleichung in s der Wurzeln gleiche bicten sollte, es
fragt sich nur mehr, ob die friiher ausgesprochene Vermuthung: es
mochten fiir eine doppelte oder mehrfache Wurzel nicht blos zwei
oder entsprechend mehrere Reihen zugehorender « und », sondern
deren eine weit grossere Zahl die Gleichungen (1) und (2) erfiil-
len, sich bestitige: dies ist in der That der Fall. Sind niamlich etw:
zwel Wurzeln s, und s, einander gleich, so kann man aus den Glei-
chungen (67) die correspondirenden Produecte u,! »,! und 2,2 »,?
nicht mehr einzeln bestimmen, sondern nur deren Summe und zwar
durch eine Multiplication der ersten z—1 derselben der Ordnung
nach mit den jetzt durch die Relation

F(s) a7 ey . : _
———— = Ay A8 Ao82 i AL ol (84
- n -
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in welcher o die doppelte Wurzel bedeutet, definirten Grossen A und
darauf folgende Addition. Das Resultat

VRSB AR = 0 N
§ :) (; )f‘:‘n : :(_’:)%
U o+ %0, = = (&)

Tl

zeigt deutlich, dass noch eine Bedingungsgleichung zwischen den

wly w*, vl v* aufgestellt werden miisse, um in Verbindung mit (7)
alle 2 und », die den Wurzeln s zugeordnet sind, einzeln zu bestimmen,
und es ist daher wegen der Willkiir diese Bedingungsgleichung zu
wiihlen, moglich, unzihlige Doppelreihen der u1, u2, »1, »2, zu finden,
welche alle die Eigenschaft haben die vorgelegten Gleichungssysteme
(1) und (2) zu erfiillen.

Was nun das Yorkommen gleicher Wurzeln in der Eliminations-
gleichung belrifft, so lassen sieh wenigstens fiir zwei Fiille bestimmte
Kennzeichen angeben,

Sind némlich erstens alle Wurzeln einander gleich, so geht,

wenn man ihren gemeinschaftlichen Werth o nennt, die Gleichung (42)
iiber in:

h :
(¥)r = a" (e + w0 + w3 4 ... uto*) (86)

und liefert dann gemiss den Relationen (39)

(£) = (87)

so lange A& von k verschieden, hingegen

(5)=< (88)
wenn £ = L genommen wird, es verschwinden also simmtliche
Coéfficienten mit Ausnahme der diagonalen, von welchen letzteren
aber alle einerlei Ordnung einen gemeinschaftlichen Werth be-
kommen und die stets beim Ubergange von irgend einem Systeme zu
demniichst hoherem im Verhiltnisse von 1:5 wachsen; sind aber
zweilens die Wurzeln, wenn anch an Zeichen von einander verschieden,
doch an numerischem Werthe einander gleich — und dies ist der
Fall, auf welchen wir im ersten Abschnitte hingewiesen haben— so
geht die Gleichung (42) in Bezug auf Systeme ungerader Ordnung
iiber in:

- h :
( !-) = o (wto '+ u2oe o . .. owropr) (89)
v/ 2rtd
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eine Relation, in welcher der Zeichenwechsel der einzelnen Glieder
des Polynoms der « und v durch den Zeichenwechsel der Wurzeln
bestimmt ist und 5 den gemeinschaftlichen numerischen Werth der
letzteren bedeutet, in Bezug auf Systeme gerader Ordnung aber in :

(—k—) = 3" (vt + Up v 4 updvd - . . w"vi™)  (90)

2r

Hier verschwinden also, da die Gleichung (90) wieder gemiss der

Relationen (39)
(£)x =0 (91)

(£).. = o (92)
fir gleiche Stellenzeiger £ und k liefert, simmtliche Coéfficienten
gerader Ordnung mit Ausnahme der diagonalen, von denen alle einem
und demselben Systeme angehirenden unter einander gleich werden
und die so wie siimmtliche ungerader Ordnung nach (89) beim
Ubergange von irgend einem Systeme zu dem entsprechenden des
nichst hoheren, respective gerader oder ungerader Ordnung, ein
Wachsthum im Verhiltnisse von 1 : 2 zeigen.

fiir ungleiche und

Der eine wie der andere Fall wird sich daher, da von den ihnen
eigenthiimlichen Relationen namentlich die (87), (88) fiir das
urspriingliche und die (91), (92) fiir das System zweiter Ordnung
gelten, sehr bald verrathen.

b. Bestimmte Gleichungen,

Um die Auflisungen der mit denselben Coéfficienten wie die
unbestimmten behafteten bestimmten Gleichungen nimlich :

(D) e+ (3)e +(G)mt - ()=t
D= +@=+B)a+. . . E)a—s

n

(1)

n n n n 2
(-—) Ty + ( ) Py + ( ) Ty + nSsiw, o (' ) Ty =y
1 2 = n
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(€3 IR 6 IR () AR (3 PR

(13 )-’/1 . i (z)’/ =+ (%)ys L ( )’y,. sl
1 2 3 n
Gt Qoo 4 )l

()t Gt Gt -

darzustellen als Funetionen der #, » und der Wurzeln s, unterwerfen

und :

(2)

wir die ersteren nach und nach einer Multiplication mit den fiir alle
Stellenzeiger p. aufzuschreibenden Factorenfolgen

v, ot st s o B |
die letzteren aber einer mit denen: |

Uty Lt At s st

o
o

und addiren hierauf alle je eines Systems. Dieses Verfahren liefert
uns mit Riicksicht auf die Abhingigkeit der « und » von den Coéfli-
cienten anstatt der Gleichungssysteme (l) und (2) die folgenden:

8 (vivy vy, + r', st ..ol 2)=¢ 1',—|—._, v —f—t, vit+ .. & v!

s (i + v, dat .. v2)=6 0+ & 03 .. 8 0l (3)
83 (i @+ v 2s | "'E T3+ .. i w,)= it &uit&uit .. Eavn
x"(r" r,—|— Ve @, + v 25+ . - .r"’) -—E r"+c.a.-|—c- v+ .. &, Ua
und
sy (ui yy + wy. + wiys + . . uny,) =g+ et sz . .m0 \
S (Ui yy + w6y, + Gy + 1 y,) =i + s+ nsus+ o0,
s (ui o F sy + Wiy + . . wly,) =mui +neust vz - a0,

T L

..n'\'
=
]

(4)

- . . . - . . . - - -

Sa(Wiyy iy + wy; + . . wny,) =nui 003+ nyuy g Nt

U'm nun etwa die @, und g, zu ermitteln, multiplicire man aber-

mals die einzelnen Gleichungen des Systems (3) der Reihe nach mit
el e ud O

84 8o 83 Sa
die des Systems (4) hingegen mit:

vl vt vt Uk

83 Sz 33 Sn
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und addire sowohl die einen als die andern. Gemiiss den Relationen
(39) des vorigen Abschnittes fithrt dies aber auf:

= 1 1 e n nA
St S a Fos T vy "ty
Tk = S g + 5 + o F +
=18 Sy Sn
4 Vs 3 e'."uk"_l- RIS 4
Ry fehieo Th
Si SJ 85 -
+ E ﬁvnjuk '{'"2 Hk;—f_ ,‘.nn"“n—
=1 e S JiE W
H[ 3»: Su
und
{ Uy vy wy" vy Uy Vi Uy Tk
e R A Y
Q| 3-_- SI'I - + 8' 3; +
Uy V" Uy Vi Uy Vi U V"
+ =]+ e[y gl
8" ] 84 S, 8
oder
R 2ra e bt _ n L
et { . [Ur Uk Ur™ Uy U Uy " Uy ] !
g = \ y :_[_.. L i ; st S e :)'
Bl s, ils o s 8 ) Bails ()
r \ = H 1
und
1 - 2 3 a9 n
u,' vy Uy" Uy U, Vi 0 v
AL At L e 6
— = e e ] (6)
r 1

Formeln, die nach Ubertragung einer eingefiihrten Bezeichnungsweise
auf negative Ordnungszahlen

h w, v, 1,2 0,2 2,5 1,3 TR T !
(!.-'_)_;: i -_+ e e A (7)

S 1 S n

fiir die Auflosungen des Gleichungssystems (1):

= (%]_1 é + (li) % + (‘%)_1
e ()6 ) R ) %

_|_
3 i : ‘
. (—1-_)_1 L (5)*1 Ek

5 e e el

Sy
es

1 &

5 ]

.(:)
Hn . |

3 =
+ . ( En il

n’s1

g ) 5

I
G v

-
o~
=]

5 1
|
|

o

.

T&‘;

_',:,), -
_+_
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und fiir die des Systemes (2):

=) »+G) =+t G) mt ()

2 3 n
p=0G) nt+(G) =t (G) (),
m:=(%)_;h+*(§)4mr+(§)4wa+-'--(%}HwAﬂ)

e () O Y o

als einfachere Schreibweise zu lassen. Die Coéfficienten negativer
Ordnungszahl und namentlich die oben erscheinenden gehen aber,
was sich so wie bei den symmetrischen Gleichungen erweisen lisst,
ebenfalls in das bisher nur fiir Coéfficienten positiver Ordnungszahlen
aufgestellte allgemeine Bildungsgesetz ein. Es wird also auch die
Gleichung (70) des vorigen Abschnittes noch fiir negative Ordnungs-
zahlen » Giiltigkeit haben. Setzen wir aber in dieser » =—1

B +ta(FD_ +4EF) + -4, G+
7 (;] = (10)

so gewinnen wir aus ihr

4 ()= D+ AR )

R (11)

L G
G- |- T

3 : G pris h
also eine zweite Darstellung der Coéfficienten (T)—' und zwar

oder symbolisch

bequemer als die (7), denn nach ihr hat man zur Berechnung der
genannten Coéfficienten nicht mehr die Kenntniss sammtlicher u, »
und der Wurzeln s nothig, sondern es geniigt die der Coéfficienten
vonz Systemen positiver Ordnungszahl und der Eliminationsgleichung.
Die Coéfficienten (h; ) _, werden nun auch hier beim Verschwinden
einer oder mehrerer Wurzeln s unendlich und die Aunflésungen (8),
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(9) nehmen im Allgemeinen daran Theil. Letzteres wird nur dann
nicht eintreten, wenn in Bezug auf die 2 die & in Bezug auf die y
aber die % in gewissen Relationen zu einander stehen, und zwar
werden diese fiir je eine Wurzel

= (13
folgende sein

O’;.L' = '3?1“51 + v, f;'_.,—I— vgt & o M :f,, R (14)

und
6 =" Yyt Yyt ys + .. wt Y=o (15

denn 7," und 7,” sind die gemeinschaftlichen Factoren aller bezie-
hung.s“ eise in (8) und (9) vorkommenden Briiche, deren Nenner die
Wurzel s, ist. Ist dies nun der Fall, so bekommen zwar die Auflo-
sungen (8), (9) endliche Werthe, es bleibt aber in ihnen eine
gewisse Willkiir zuriick, sie konnen namlich auf die Formen

o= 7 gu . (16)
und
e = Y+ g/ v - - (17)

H

/
[..L

gebracht werden, wenn man mit g,” und qu "die Briiche gk ——

mit 2, und y," aber jene Bestandtheile, der in (8) und (9) t'echts
vom Gleichheitszeichen befindlichen Polynome, welche von nicht
der Nulle gleichen Wurzeln herrviihren, bezeichnet, enthalten also
unter dem Bestande der Relationen (13), (14), (15) die ganz will-
kiirlichen Grissen ¢, und ."7&1-”’ von denen sowohl die mit einem als
die mit zwei Accenten versehenen der Zahl so viele sind, als der
Nulle gleiche Wurzeln in der Eliminationsgleichung vorkommen.

Bedient man sich bei Auflisung zweier Systeme bestimmter
linearer Gleichungen wie (1) und (2) der combinatorisechen Methode,
so beginnt die Rechnung damit aus den Coéfficienten derselben, die
Determinante zu bilden und zwar als Complex der Symbole (%)
nicht aber als Zahl. Dann ordnet man sie Behufs der Auflosung des
Systemes (1), nach den Coéfficienten aller Verticalreihen eben dieses
Systemes, gibt ihr also die Formen :
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H= () + G+ (et )z
— D+ )+ )+ -G
=G )1,+-(—)p +‘( )P + 0 (T

L s () n e+ Cln g

und Behufs der Auflosung des Systems (2), nach den Coéflicienten
simmtlicher Verticalreihen des Systems (2), gibt ihr also noch die

— (it (et e+ (e
:={1)ﬁ—+(%)ﬁ-r(g)¢++.-(i)qi
OB OTER G LR
=(f)ww{_)m+( )m ..( )q

Jetzt rechnet man die p und ¢ in Zahlen und trigt die ersteren

Formen :

in die Gleichungen:

. pi & + ffi &+ .. pié
Me, = pi & +p:& +p: & —I— P &
J[.LJ — P,, é__i —l| Pe. ‘::_ "f‘ P:’: ‘E'} i P" gﬂ- (20)

Mz =pié+pi&+pi&+ .- phéa
die letzteren aber in die:

: 1 1 | : 1

My, = ¢ Ny + @22 + 5% 1+ + + §a

_-”y._, - ([f T + f[i e _\"' ‘f]‘; U/ + oG ({r‘: M
.'"l]y.-; — (1| 1 ‘t_ I?.:' 72 _1'_ q: /] "1_' Haee (11‘; MIn (21)

Mg, = qin + @0+ @Gou—+ « - ¢t
ein, aus welehen sodann beziehungsweise die Werthe der Unbekannten
2 und y gezogen werden kinnen. Vergleicht man nun die Auflésungen
(20), (21) mit den von uns in (8) und (9) gebotenen, so ergibt
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sich zuniichst ein Zusammenhang der p und ¢ mit den Coéfficienten
- h -
negativer Ordnungszahl (T) _ wie folgt:

u, v’ " v,

: : h ) [u 1,1 v, 2 ]
nk — h=; o SR h Yk A Yk R 99
pr=q=M ( i M e + 0 -+ 5 g (22

Diese Relation, analog der (13) im zweiten Abschnitte, ist darum
von einiger Bedeutung, weil sie uns zu einer Vervollkommnung der
oben in Kiirze angedeuteten, von Krammer fiir die Auflosung
bestimmter Gleichungen angegebenen combinatorischen Methode,
bestehend in einer Verwendung derselben auch zur Auflosung unbe-
stimmter Gleichungen, gelangen lisst.

Die Determinante M ist niamlich, wie bekannt, gleich dem letzten
Gliede der Eliminationsgleichung dieses aber mit dem positiven oder
negativen Zeichen genommen, je nachdem » gerade oder ungerade,
das heisst, sie ist das Produet sammtlicher Wurzeln s, verschwindet
also eine der letzteren etwa die s, und wir wollen dies fiir einen
Augenblick voraussetzen, so redueirt sich offenbar die Relation (22),
wenn wir das Product aller ibrigen Wurzeln mit M," bezeichnen,
auf':

B — M Gtk (23)

Nun ist aber klar, dass die Hinzufiigung einer und derselben

Griosse etwa — «a zu simmtlichen Diagonal-Coéfficienten (%)keinen
unmittelbaren Einfluss auf die Griossen w und » nimmt, sondern weil
sie aus den beiden Systemen unbestimmter Gleichungen durch die
Substitution
s=3s +

also durch Einfiihrung einer neuen Unbekannten der Eliminations-
gleichung s sehr leicht wieder entfernt werden kann, nur in so ferne
als man die erwiihnten Grossen nach der angezeigten Verinderung
als Funetionen der Wurzeln s’ nicht aber der s betrachten will, dass
also die in den transformirten Systemen irgend einer Wurzel

!
Sy_ — 19“ ee—rR

entsprechenden « und » genau dieselben sind, welche in den urspriing-

lichen der Wurzel s, zugeordnet waren. Die Gleichung (22) auf das
transformirte System bezogen, wird daher, wenn man die Vertauschung

2 : . S e k . "k
siammtlicher Diagonal-Coéfficienten (;) mit denen (T)

¢ dll
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den Grossen p, ¢ und M durch Einklammerung derselben und Bei-
figung des « kenntlich macht, folgende sein

A R T Rt R SR R 1
}‘ o b 3 .Il31 A - s e

S,—a  §—a $,—

Wiihlen wir aber jetzt:
&=8,
gleich einer der Wurzeln s, so gibt es unter denen s’ eine der Nulle
gleiche, nimlich die
!

S].L — S[J. —=0

wir haben somit den unter (23) erwihnten Fall und die Gleichung
(24) geht, da wie leicht zu ersehen

[M]s, = (—1)* F(s.)
und

| W' )s, = (—1)" F'(s,)
wird, iber in die:

[Pa*]se= [@a*lse = (—1)" wa® o4t £ (3,), (25)
welche die Stelle der im vorigen Abschnitte gefundenen (73) vertritt
und in Verbindung mit der eben dort angenommenen Relation (7)
hinreicht alle einzelnen « und » zu ermitteln. Was die 2 und ¥ in
der ihnen bei den unbestimmten Gleichungen gegebenen Bedeutung
betrifit, so liefert die (25) fir sie nachstehende sehr einfache
Ausdriicke:

ar= Cy [pi*]y, = G, [*], (26)
und

pi= G [antlon = G [, (@7)
in welchen wieder der Stellenzeiger 2 mit der Einschrinkung nicht
zu wechseln, so lange man nicht zu den einer anderen Wurzel ent-
sprechenden @ oder y iibergeht, beliebig gewiihlt werden kann. Will
man also von der hier gezeigten Erweiterung der combinatorischen
Methode Gebrauch machen zur Auflosung der unbestimmten Glei-
chungen, so hat man, sind die Determinante und ihre Entwickelungs-
Coéflicienten p und ¢ einmal gebildet und die Wurzeln der Elimina-
tionsgleichung gefunden, nur mehr nithig in den als Polynome der

h . - »
(-,?) betrachteten p, ¢ simmtliche Diagonaleoéflicienten

(+)



R Tl . y s . s o
Uber die Theorie der linearen algebraischen Gleichungen. 1013

der Reihe nach entsprechend den verschiedenen Wurzeln s, durch

k
() —=
zu ersetzen; die derart verinderten Polynome p und ¢ sind dann
selbst schon die gesuchten Werthe der Unbekannten oder doch diesen
proportionale Grissen.

Wir haben uns schon im zweiten Abschnitte bei den symmetri-
schen bestimmten Gleichungen dahin ausgesprochen, es miisse von
den zu ihrer Auflosung dienlichen Methoden, der auf die combina-
torischen Eigenschaften der Determinante sich fussenden im Allge-
meinen der Vorzug eingeriumt werden im Vergleiche zu der von uns
dargelegten — und allein den Fall ausgenommen, das auf ein System
bestimmter linearer Gleichungen fihrende Problem erheische auch
noch die Auflésung eines éhnlichen Systemes aber unbestimmter
Gleickungen — es gilt nun ganz dasselbe beziiglich der nicht
symmefrischen Gleichungen; ob aber die im ersten und dritten
Abschnitte oder die kurz vorher unter (26) und (27) gewonnenen
Auflosungsformen der unbestimmten Gleichungen grissere Bequem-
lichkeit bieten, darauf liegt die Antwort in dem schon frither iiber
die Bildung der Eliminationsgleichung, also auch der Determinante
Gesagten, indem wir daher schliessen, erlauben wir uns nur noch
darauf hinzudeuten: die ganze hier durchgefiihrte Behandlungsweise
algebraischer linearer Gleichungen empfehle sich iiberdies dadurch,
dass sie allen bei einem wie oben erwihnten Probleme etwa noch
ferner nothigen Rechnungen eine gewisse Eleganz zu verleihen im
Stande ist.

Sitzbh, d. mathem.-naturw. Cl. XII. Bd. V. Hft. 66
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