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Neue Integrations - Methode [fiir Differenzen - Gleichungen,
deren Coéfficienten ganze algebraische Functionen der unab-
hiingigen Verinderlichen sind.

Von Simoen Spitzer,

Professor der Algebra und des Merkantilrechnens an der Wiener Handels-Akademie.

(Vorgetragen in der Sitzung am 4. Februar 1858.)

Die Arbeit, die ich hier der hohen kaiserlichen Akademie der
Wissenschaften ehrfurchtsvoll vorlege, hat zum Zwecke die Auflisung
nachfolgender Gleichung:

Ml La) L L f(etn—1)L. .. .4+Xf(rL D+ XAz)=041)

in welcher:
X: &X&—i s---°X1 ’Xﬂ

gegebene, ganze algebraische Functionen von @ sind, denn auf diese
Form (1) lasst sich jede lineare Differenzen-Gleichung mit ganzen
algebraischen Coéfficienten bringen.

Ich betrachte eine lineare Differenzen-Gleichung mit ganzen
algebraischen Coéfficienten als aufgelost, wenn es mir gelungen, ihre
Integration abhingig zu machen von der Integration einer linearen
Differential-Gleichung mit ganzen algebraischen Coéfficienten.

Der Weg nun, den ich einschlage, um die vorgelegte Gleichung
(1) zu integriren, ist ein neuer, und scheint mir hichst merkwiirdig
und beachtenswerth. Ich setze nimlich das Integrale der vorgelegten
Gleichung in Form eines Differential-Quotienten voraus mit variablem
Differentiationsindexe, nimlich:

ar®

f(@) = {——dm" L } )

woselbst ¢ (7) eine, einstweilen noch unbestimmte Function von »
bedeutet, und 2 eine econstante Zahl ist, die nach verrichteter
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amaliger  Differentiation von ¢ (») in dem so erhaltenen Resullate
statt » gesetzt werden muss.

Wenn nun die Coéfficienten der vorgelegten Gleichung folgende
Gestalt haben:

Xe =0 Fhax i .. o L a®

X 1=t 1t barxdex:+....+bpgz™ 4+ k2™
Xi =a+bhoeteaxr4....+haxm ! 4k am
Xo =ay+ b2+ o2+ ....4 hpx™t + kya™

so erhalt man, den in (2) stehenden Werth von f(2) in (1) ein-
fihrend, und zugleich Riicksicht nehmend aunf folgendes System, yon
aus (2) hervorgehenden Gleichungen:

. | ¢ (1)
f(.'l‘—l— 1) - { T

f(x+2) = ; il

(4) el e B
d® o) (r
f(.v—{—n) — %—31(_1}
ai J
nachfolgende Gleichung:

(r? o(”) (r) ?

(ﬂ:l—l_ brt v + Cp ¥ + +hn T +]l IH) ( I g +
o(ﬂ 1)
+(ﬂn 1—I—[J,‘_|’L‘—l—(" 2 + —l']l"__,i’l,’" 1+A”_ 1,,,){‘? = (7 );+
drt
A

(5)
A

X
dr

=)

£

+ (a0 +box+ o+ ... + hox"=! + k, z)g__i_fl_}

dr
IS
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welche sich offenbar auch folgendermassen schreiben lisst:

"r.' (n)(‘_F

3(«,& + by + e+ . ...+ k™t B s +

A
7%, (n l)(Jr
+{(“n—l+bn— IJL'+C;;_.1.CL'2+ +Ilu~— xr '+iln-— 'Lm }—I—
s

(6)

ar®

o} %(fh +bhztexr+ ...+ bt + k™) AT G } L

A

dr®

{(uo + b+ cox*+ ...+ hyg ™! + ko 2™) M—-—} = 0.
A

Fithrt man nun nachstehende Bezeichnungsweise ein:

O =a,¢™@)+aqet V)4 ...4a49 @)+ a o (r)

Ui =0 0@ () +oa 0@+ 40 9 () + 5 9 (r)
$61 ootk (")

Un =l 9™ (r) + bus9CD ()4 ... + 2 ¢ (1) +Io ¢ (1)

Un =kio™ @)+ ket @) 4.+ ke () +hk e ()

so erhilt man statt der Gleichung (6) folgende Gleichung:

&0 dLU, a
+ @ - 4 a* +....4+ 8
{ dr® dar® dr® (8)
d Lm-i dr Um
+ x?ﬂ—- + ﬂl —_— 0 :
ar®
A

Die in derselben vorkommenden Ausdriicke :

d* U, d* U, d* Un
T . 2 S s e
dr® dr* ar®
A I

lassen sich aber als 2'* Differential-Quotienten von Funetionen dar-
stellen, welche blos » enthalten, es ist nimlich:
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— }={ Cie-nu |

A

e+ -]
} ; - )+ 0" + 8 (r— )8 U”—}-(?—A)U']}

A

denn in der That, differenzirt man:
(r—2) U/

amal nach », so erhidlt man, von der bekannten Formel Gebrauch
machend, welche fiir die wiederholte Differenzirung eines Productes
gilt:

& Uy d= U,

(r—2%) + = :

dar”® dr®

folglich ist die Gleichung:

{mdt,} %?_dei =,
I

dr dar®
A

d’l er

identisch, falls nur (»—2) fir » =2 Null ist ; somit in diesem

dr”*
Falle die erste der Gleichungen (9) bewiesen. Differenzirt man nun

den Ausdruck:
(r—2) 0"+ (r—2) U
amal nach », so erhilt man:

dte d* U,

(r— }‘)e -

dr

folglich ist wieder die Gleichung:

d{ P & U dru.
a2 2 l g 75 ; ;1«2 _I_ .22'3 :
ar® \ dr dr’

A A
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de ot d* {,,

.7 +(r—2) (2x+-1)

r=A gleich Null wird, und so lisst sich auch die thhtlgk&lt der
dritten Gleichung (9) darthun ete.
Man hat aber auch allgemein:

am d* U ey d
r* d

S A T A=) ]

A

fiir

identisch wahr, wenn (r —(32

T A 1):3; U(m) + Am—l (,.___ z)m--l L‘(m-—i) +

denn differenzirt man die einzelnen Glieder, der in der eckigen
Klammer stehenden Ausdriicke, so erhilt man:

Vi r(m) U (m—1)
r—1)m 2 o A 1S
dr®
au U
+ (?’ —R) (mw-—l) m! + (m)
Pl U(m—l)

+ Am-—-—-l (1. Sl z)m-—-i 3

n—t (m21) (7

+ (=) dnes (u%5) (o

..... + 24,0 (r—0) i

au de
-{—Alx

+ 4 =) — -

Setzt man hierein » = 2, so verschwinden in der Regel alle
Glieder bis auf jene, welche nicht den Factor » — A besitzen, und
man erhilt:

o U
ar®

A

{ E2 @+ At =) (20 +

dr®

e +A3x(x—1)—|—AIx]=

A
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was identisch wird, wenn 4, 4, . . . 4, so gewiihlt werden, dass

die Gleichung:
.‘L‘m - ?“T(:,) ‘+‘ Am---l (})l_l} ! (m‘—r-l ) + LA + ‘4'3 & (‘{L‘_“‘l) + AI T

stattfindet. Sie ist durch @ abkiirzbar und lisst sich so schreiben :

(10) A+ 4@ —1)+ 4 (—1)(@—2) 4 ...
+ dui (@ —1) (¢ —2)...(x—m+2) +
+(z—1)(x—2) . .. (z—m41) =™
Setzt man in dieselbe fiir 2 der Reihe nach die Zahlen 1, 2, 3, 4,
so erhalt man :
=i
7 e e e
A, =24 94 — gt
A+ 34, + 64; + 64, = 4!

woraus sich leicht die Werthe von 4, , 4, , 4; , 4, . . .. ergeben.

Anmerkung. Schlimileh kimmt in seinem vortrefflichen Lehrbuche ,Theorie
der Differenzen und Summen® bei Gelegenheit der endlichen Integration
der rationalen ganzen algebraischen Funetionen ebenfalls zu der Gleichung:

at=A x+ Aar(z—1)+AQ3a(x—1)(x—2)+...
+ax(x—1)(x—2)...(x—m+1)

und gibt daselbst fiir 4x folgende schine Formel:

A= —@G—D"+ O C—D"—. . .1

Es lassen sich diese Zahlen aber noch auf eine andere, fiir die
wirkliche Berechnung bequemere Weise finden, denn offenbar ist 4,
nichts anderes, als der Rest, den man erhilt, wenn man 2! durch
x—1 dividirt, und der hiebei sich ergebende Quotient ist:

A+ 4 (x—2)+ A (x—2)(z—3)+ ...
+ Aw(x—2)(x—3) ... (x—m+2)+
+(@—2)(x—3) ... (x—m+1)
ferner ist 4, der Rest, den man erhilt, wenn man den eben gefun-

denen Quotienten durch 22— 2 dividirt, und der Quotient dieser
Division ist:



Neue Integrations-Methode fiir Differenzen-Gleichungen ete. 59

A+ Ay(2—3) 4 4 (2—3) (z—4) + . . .
+ Am—l (.l,'— 3) l(_.t"— fl—) R (,u — ] _*_ 2) +
+(@—3)(@—4)...(@—m+1)
eben so ist 4; der Rest, den man erhiilt, wenn man den jetzt gefun-

denen Quotienten durch @ — 3 dividirt, und der bei dieser Division
hervorgehende Quotient ist:

A+ 4; (e —4)+ 4 (x—4)(x—5b) + . ..
4+ 4pi(z—4)(x—5) ... (@—m+2)+
+(@—4)(x—5) ... (x—m+1)
pee faw s L.

Nun kann man aber bekanntlich Quotient und Rest nach der
Horner'schen Methode durch ein édusserst einfaches Verfahren be-
stimmen; so ist z. B. falls 25 dureh 2—1 zu dividiren wire, die
Rechnung folgende:

1730 20 1 00,0
11 A I A SR, [T, R |
somit der Rest 1, der Quotient x*+4 @34 @* + o+ 1.
Wird der gefundene Quotient durch 22— 2 dividirt, so hat man :
1 odiat duhdjind
e S S |
als Rest 31, als Quotient 23 4+ 322 4 Ta 4+ 15: dieser durch x —3
dividirt, gibt:
1 8 4 1b
3) 1 6 25 90

90 als Rest, 224 6 2+ 25 als Quotient. Derselbe gibt durch 2 —4
dividirt:
1 6 25
4) '1 10165
65 als Rest, 24 10 als Quotient, und endlich hat man diesen Quo-
tienten durch & —5 dividirt:
4. 40
5): pnd: 15
15 als Rest und 1 als Quotient.
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Stellt man die ganze Rechnung zusammen, so ist sie folgende :

1507070, 1010
s Bl L Lol T o |
T) o LTS 3]
3) 1 625 90
4) 110 65
5) 1 18

und man hat:
v=1431(z—1)4+90(x—1) (z—2)+
+63 (v—1) (#—2)(x—3)+15 (x—1) (x—2) (x—3) (x—4%) +
+ (x—1) (x—2) (x—3) (x—4) (x—5).
Aus derselben Rechnung ergibt sich durch blosse Weglassung
des letzten Gliedes jeder Zeile:

r=14+15(x—1)4+25(z—1)(x—2) +
+10(x—1) (2—2) (2—3) + (#—1) (x—2) (x—3) (x—4).
Ferner durch Weglassung der zwei letzten Glieder jeder Zeile:
»=14+T(x—1)+6(@x—1)(x—2)+ (z—1) (2—2) (#—3)
durch Weglassung dreier Glieder jeder Zeile:
r=143(@—1)4+ (x—1)(x—2)

endlich hat man :

=14 (x—1).
Man sieht hieraus, dass wenn man auf diese Weise den Werth
von ™ !in der Form:

A+ A@—1D)+d(x—1)(z—2)+ ...
+ 4 g(e—)(2—2). .. (x—m+2)+
+(x—1)(x—2) . ... (z—m+41)
bestimmt hat, aus derselben Rechnung sich unmittelbar die Werthe
fiir:

i ] A= e ;
a2 g3  oam—it 23,

ergeben. — Folgende Tabelle diirfte daher hier am geeigneten
Platze sein:
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1 0 0 0 0 0 0 0 0
T e L Al Rl (U U (S S O
2) 1 3 av1b 2531 63 127 255
3) 1 6 25 90 301 966 30256
4) 110 65 3560 1701 7070
5) 1 15 140 1050 6951
6) 1 21 266 2646
7) 1528 462
8) 1836
Durch Substitution von :
4 o (r)
f(z) = { } (2)
ar®
A
in die vorgelegte Gleichung (1) kimmt man daher zu der Gleichung:
a* y, d* L, L8 U
boi g 8
{ dr® i ar® ol ()
d Un—1 d-z Un
,vm.—l s ™ = (
it dr® i dr® }

A

welche nach Einfilhrung der in (9) aufgestellten Werthe fiir:

dxtqz A5 T;
X ’ = = S5 onl 6
dr® dr®

A A

folgende Form annimmt :

SR=2) O’ + (r— 1) 0"

g = G Bl O (e ) G | )

+ . : :
+ (r _1) U, + Ag (: _1) U I—As (r —1)'* U+

_I_ (’._‘ A)m L_Tm(m_')]} = 0.

A

Setzt man nun den, innerhalb der eckigen Klammer stehenden
Ausdruck gleich Null, so erhilt man die Gleichung:



(12)

(13)
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U =) OOk
AP A
4+ r—) Uy + 3(r—N)2 0" + (r—2)2 U +
+ —DU0 F+4E—2)0"+40—2)30" +..
+ (r —2)" UM =0

welche beziiglich ¢ () eine lineare Differential - Gleichung ist, mit
Coéfficienten, die ganze algebraische Functionen der unabhingig
Variablen » sind. Die Ordnungszahl dieser Gleichung ist mindestens
2 und hochstens m - »n, das Integrale derselben hat somit die Form:

0 ()= C o ()4 Coga () + -+ - + Coto patalr)

woselbst:
(.r! . (‘_3 PR Cu-lr-v

willkiirliche Constanten bedeuten, und » = m ist. Dieser in (13)
angegebene Werth von ¢ () mit seinen » - » willkiirlichen Con-
stanten geniigt offenbar der Gleichung (12), denn er ist ja das In-
tegrale derselben, ob er in allen Fillen, mit all den » 4 » willkiir-
lichen Constanten auch der Gleichung (8) geniige, ist erst zu unter-
suchen. Der erste Theil der Gleichung (12), oder was dasselbe ist,
der innerhalb der eckigen Klammer stehende Ausdruck der Gleichung
(11) gibt & mal nach r differenzirt einen Ausdruck folgender Form:

(,._;\)mpm_i_(,,.*_l)m_r e oy + T _|_ (.,.___}..‘)e]lz + (,‘_&)‘) ])1 +

(lfb‘ LI d.{,‘ (.r (l‘l' l‘;: (H.I‘ (-; Knia (la. {.',
Sl R R N g e B e

dr® dr® dr® dr® dr*

+

und setzt man hierein »=2, so erhalt man:

U d* U, da U, d”® Un—1 a* U
0 + X 1 + 3‘3 ~ + i + tvm -1 ,i_ ‘.L.m s

dr® dr® dr® dr® dr®

A

nur dann, wenn zu gleicher Zeit folgendes System von Gleichungen
stattfindet :
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{(,-h;\)n} —0

L (r— 1) 11} =0
I8

{(r J)'“-'P,,, u =0

(o — )P} =
)

Von diesen m Gleichungen sind in der Regel die » ersten, solche,
welche auf Bedingungs-Gleichungen zwischen den Constanten fiihren,
und die iibrigen m—uv Gleichungen identische. Ist dies der Fall, und
lisst sich ein Werth von ¢ (7) mit # oder auch mit weniger als »
willkiirlichen Constanten aufstellen, welcher nicht nur der Gleichung
(12), sondern auch der Gleichung (8) geniigt, so wird dieser Werth
von ¢(7) @mal nach » differenzirt und nach vollbrachter Differentiation
r=1» gesetzt, f(2) geben, und das vorgelegte Problem ist hiedurch
gelost. Zur Bestimmung von A liegt gar nichts vor, man wird es daher
so zu wihlen haben, auf das /" (@) hiedurch moglichst einfach werde.

Ich habe jetzt noch von einer bhemerkenswerthen Transfor-
mation zu sprechen, welche in sehr vielen Fillen wesentlich zur
Vereinfachung der Auflésung der vorgelegten Gleichung dient.

Setzt man nidmlich in die gegebene Differenzen-Gleichung (1):

ppad ey Y ()

Al [F (@ —n)]!
woselbst [ F (x — n)]! folgende Bedeutung hat :
[F(z—n)|'=F(A—n) . F2—n) . F(3—n) . . . F(x

und bemerkt, dass :

n)

. 41_(_1 +n)

f(z+n )—“, @0
R e guleke 1)
Ll et e e

iy MG

[F(.c F1—an)|!
i1st, so hat man:
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J(x tn) 3 Y(xz+n—1) Y(xz+1)
L+ el T N el
ALY J"_(j_)

und diese Gleichung gibt, mit [ F(a)|! multiplicirt, folgende Gleichung:

Xd(z+n) X yF(e)¢(zt+tn—1)+4 ...
4+ X, F(z).F(e—1) . F(2—2). . . F(x42—n). ¢ (z4+1)+
+ X% F(x).F(z—1).F(x—2). . . F(z+1—n). g(z) =0
woraus man sieht, dass die Substitution:

| _ @
(14) fla)== [F(x—n)]!

in eine Differenzen-Gleichung gemacht, darauf hinauskommt, simmt-
liche Coéfficienten derselben der Reihe nach mit den Zahlen:

1, F(x) , F(x)F(x—1) , F(2) F(z—1)F (z—2) ...

zu multipliciren.
Setzt man daher:

F(x)=X,
so gestattet die neu erhaltene Gleichung eine Abkiirzung durch X,
und der erste Coéfficient der so erhaltenen Gleichung ist somit eins.
Hieraus folgt auch der umgekehrte Satz, dass wenn die Glieder

einer auf die Form (1) gebrachten Differenzen-Gleichung der Reihe
nach durch die Zahlen:

1, F(@) , F(@F(@—1) , F@)F@—1)F@—2),....
theilbar sind, die Substitution :
f(@=¢ (). [Flz—mn)]

zu einer Vereinfachung der vorgelegten Differenzen-Gleichung fiihrt.

Ich will nun an einigen Beispielen den Werth dieser Methode
priifen :

1. Es sei:

Aty 2y=0,

fir y = f (@) erhilt man:
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fe+2)—2f(e+ 1)+ +2)f(2)=0

und setzt man:

a9 (r)
x) =
ra) =120 |
so erhilt man zur Bestimmung von ¢ () folgende Differential-
Gleichung :

¢ (N +(r—2—2)¢' (1) + ¢ (r) =0,

derselben geniigt:

2yr— o gy e Gl 5
¢ (r)=0C, e( s + C,e 4 2_/(:' Gl “dr
folglich ist:

s (H—"):-——

(@) —C, j r{. ._____:_ ? v { ar (1-1-2):--%/;— O+2)r+ ’j ; " ﬂ
f(z) | s 5—1—? | & [ ¢ ”JS

'
oder wenn man A = — 2 setzt:
r3

rormafeo ol £l

)
9

und dies ist das vollstindige Integrale der vorgelegten Differenzen-
Gleichung.
2. Es sei:
v y+y=20
oder anders geschrieben :
ef(@+2)—22f(z+1) + (@+1)f () = 0.
Setzt man in dieselbe:

v (®)

f(’)——'_ =55

so erhilt man:

6 (v42)—22 ¢ (+1) + (@2 —1) ¢ (&) = 0.
Setzt man ferner:

Sitzb. d. mathem,-naturw. Cl. XXIX, Bd. Nr. 7
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x
[ r

d' o (r
p@)={ 20 }
}

und:

=9 () — 9 ()

0 ——2¢ ()

Vi o r)
so erhilt man folgende Gleichung zur Bestimmung von ¢ (7)

(r=1=1) ¢" (r) - —=Ae O—adn)=
Diese ist ein vollstandiges Differential, ihre Integration gibht:
r—2— 120 () + O +2—p()=0C
und setzt man hierein:
A= —1

und sucht hierauf ¢ (), so findet man:

l £ - 2y
p()=Cire” +Cre’ fe g

Es ist somit:

1 d* 1 L G L
il (x—2)! {,,,;,..r [C, re’ =Gre fb s 3'

das Integrale der vorgelegten Differenzen- Gleichung, und €, und
C, sind die willkiirlichen Integrations-Constanten.
3. Es sei:

Ay+(@+2)Ay+xy=0.
Setzt man auch hier:

y=/[(x)

so erhilt man:
f@+D)+af@+1)—F@) =0

und die dieser Gleichung entsprechende Differential-Gleichung ist:

(shEa=a) ol (r) =g (o)==l
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fir A = 1 erhilt man die einfacliere Gleichung:

re"(r)—e(r)=20
deren Integrale folgende Gestalt hat (siehe Schlomeh's Zeitsehrift
fiir Mathematik Il. Bd.. pag. 165):

¢ (r)=Avyr /ms w. e Vreos "'du*—kB/e‘3 Vicosw gy |
0 0
¥
+ 2B V-r/(.'os w.e2Vreosw log (Vr sin*w) dw

e

0
somit hat man:

-

( d* o ‘ : ?
x)—A]— 1’:‘/ 05 w Ve e dw | b -

+ B:j—:[ e Vreoswdy 4 2yy /cos werVreos “log (V'r sinw) (iw]} :
dr*] . )
4. Es sei:
Aty + (e 1)dy+ay=0
oder:

f(@+2)+ (@—1) f(z+1)=0.

Setzt man:

so erhilt man die Gleichung zur Bestimmung von ¢ (1)
(r—24+1)¢" (r) — ¢ () =0
fir 2 = 1 erhilt man hieraus:
¢ (r) =C r*+ G
somit ist :
d* (Cyr? + Cy) |

dr®

f(z) =

Da die drei Glieder der vorgelegten Gleichung :

f@+2) + @—1) 7@+ 1) +of(x)=0

)



68 Spitzer.
der Reihe nach durch:
1,z2—1, (z—1) (v—2)
theilbar sind, so gestattet sie auch eine andere Behandlungsweise.
Setzt man namlich:
f(@)=(x—3)!¢(2)
somit :
fe+1)=(x—2)!'¢(z+ 1)
fx+2)=(e—1)!¢(c+2)
so erhilt man, diese Werthe in die vorgelegte Gleichung substi-
tuirend :
J(x+2)+¢d(+1)=0

welcher geniigt wird, fiir:

Man hat daher auch folgendes andere Integrale der vorgelegten
Gleichung :

f('/v) = A (.v—-—3)! (___1)1,

woselhst A4 eine willkiirliche Constante bedeutet.
5. Betrachten wir jetzt die Gleichung :

(mta)Ayt-[Ad4+B—(a+L)(m+x)]Ay+
+[—Ap—Ba 4 af(m+a)]y=0,
welche schon in dem Memoire: .Integration der Differential - Glei-
chung« :

(x4 b:x)y" + (as + by @)y + (a0 +bo2) y =0
Gegenstand unserer Betrachtung war, und die wir daselbst auf ganz
cigenthiimliche Weise integrirten, so hat man:

y =)

gesetzt:

(nta)f (@ + 2+ [+ B—(2+B+2) (04 )] flr+ 1) +
= A(1+5) = B(+2)+ (142) (145) (n4-2) | f(2) = 0
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welche Gleichung merkwiirdiger Weise fast genau denselben Coéffi-
cientenbau hat, als die vorgelegte, und ganz denselben hiitte, wenn
man 1 4 « und 1 +4 2 durch « und 8 ersetzen wiirde.

Fiihren wir nun der Kiirze halber folgende Bezeichnungen ein :

und setzen dann:

(=)= —‘5)—,

so erhalten wir:
¢ (E+2)+ [A4+B— (eu+BL)E1¢ (EH1) + [AB+
+ Bay,— E(ABy+Bay+a fy) + o B &2 ¢ (§) =0.

Behufs ihrer Auflosung setzen wir jetzt:

M()}

dr®

(s)w{

0

so erhalten wir zur Bestimmung von ¢ (7) folgende Differential-
Gleichung :

(aar—1) (Bur—1)¢" () + [A+B— (4 + Ba) 1] ¢ () +
(4B +Ba)g (1) =0.

Sie gibt nach Liouvill's Methode aufgelost:

A—a, B—B,

(A —Bir) B dr

o (r) = fu—a,?)

folglich erhalten wir successive folgende Gleichungen:

e 2=y D=1
¢ (§) = %(zr&—z A T J}

und endlich:



70 Spitzer.

q drm»{—a:——2 A—1 l—a
f()‘“;+J_T;’m+ﬂ[“—”*“)'“'
? ﬂ"ﬁq]z
(l—r—pBr) t+¢ ;

!

0

Sollte der specielle Fall eintreten, dass 1 4 « =0 werde, so
hat man :

L -lTe
(1 —r—ar) He — g—4r
somit:
f(x) = — L S u’”"*“:"_[ 4" (1 —r —B7r) %n:_li]?
(m+a—2)! | gymte—2 :
Wiire endlich :
1 +a=0
und 14 B =
so finde man:
ey =0

6. Es sei:
222 f(x+2)4+ 3 f(x + 1) 4 f (=) = 0.
Setzt man:
el r‘(")
f(‘r)_ )} (,1
so erhélt man:

20 (2+42) + Bad (e D)+ (@—1)2 g (2) = 0
fiir :

erhialt man:

(4 3r+2)¢" (1) —rg () + ¢ () =0
und dieser geniigt:

() =0C[rlog(r+1)—4]+ C,r.
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Es ist somit:

1
[ (%) T P [(4(? log [r+1]—4)+ C.r]
0
oder reducirt:
= (
fle)— 4.2
das Integrale der vorgelegten leferenzen-Gleichung.

7. Es sei:
(x4-4) (@+8) f (242) — (To+25) [ (v4+1) + 12/ (@) =
Multiplicirt man die 3 Glieder dieser Gleichung der Reihe nach mit:
1, (@4+4) (@45) . (@+4) (@+5).(2+3) (@+4)

so erhilt man sogleich durch (x+4) (@-5) abkiirzend, als Resultat
der Substitution von:
Y (=)

) e

in die vorgelegte Gleichung folgendes :

¢ (2+2) — (To428) ¢ (x+1) +12 (243) (2 +4) ¢ () = 0.

Setzt man, behufs der Integration dieser Gleichung:

{0 ]

dr®

und :
U= ¢" (r) —28 ¢' (r) + 144 ¢ (v)
U= —T¢ (1) +8hp ()

50 hat man als Gleichung zur Bestimmung von ¢ (7):
(22 —Tr4+1)¢" (r) + (96 r—25) o' (r)+ 144 ¢ (r) =0

welche sich nach der Liouvill’schen Methode auflosen lisst. Dif-
ferenzirt man sie daher p. mal, so erhilt man, die fonction complé-
mentair ausser Acht lassend :

(122 —Tr4-1) o %) () 4 [ 242 (n+-4) —Tp.— 28] 4D () +
+ 1224 Tp+12) oW () =0.



7l Spitzer.

Sie vereinfacht sich fiir:
p——3,und p=—4%

)

und fithrt nach Annahme dieser Werthe auf folgende 2 Gleichungen:

(12 —n+1)f9m (241_4)/59,1,%()
(191~—~¢1—|—1)f<p:h~ 3f59ahd~—0
Aus der ersten folgt:

sl e
PR o .(3.»-”1)4]

und aus der zweiten:
d? (4r—1)3
b b
ar L 3r—1)

Diese beiden Auflosungen geniigen auch, wie man sich leicht iiber-
zeugen kann, der Differential-Gleichung:

(12re—Tr+1) " (r) + (96r—28) ¢’ (r) + 144 9 () = 0

und doch ist:

& [ (4r—1)? (hr—1)3
-0 & 4
¢t L dre _(3;-—1)4] b (J.-—i)-“»]
nicht das vollstindige Integral derselben. Denn werden die in Form
von zweiten und dritten Differential-Quotienten aufgestellten Werthe

entwickelt, so ergibt sich merkwiirdiger Weise fiir beide genau
dasselbe, nimlich:

5 24 2%
E9(“')"“0[(3 et —1)5+(3r—ﬁé]

¢ (r) lasst sich in dieser Form sehr leicht # mal differenziren und
man erhilt nach einigen einfachen Reductionen:

3 (1 —152 + 20)

f(x)=A4. A

(.;r: + 2)!

als Integrale unserer Differenzen-Gleichung.

Bestimmt man das zweite particulire Integrale von ¢ (7)., und
zwar, wie hier am bequemsten, mittelst der Methode der Variation
der willkiirlichen Constanten, so erhilt man:
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( 216r2 —T2r 45 (3r—1)%dr
gl Br—1)¢ ] 216-—72r{3)2(4r—1)

somit ist das zweite particulire Integrale der vorgelegten Differen-
zen-Gleichung:

B 4 [216:2—72 15 3r—1)5dr :

k= '(n;f-i-‘é)'!(.-}-_;'T':;)ES(HFI_ (3r—1) L ‘f(zuw(— 2 |);) 2(4r- -1)”'

8. Es sei: “

(@+4) (@4 3) /(2 + D —a T+ 2)f(@+ 1)+
+122(x—1)f(x)=0.
Da die 3 Glieder dieser Gleichung der Reihe nach durch:
("R e(c==1)

theilbar sind, so hat man, die 3 Glieder obiger Gleichung durch diese

Zahlen dividivend, genau die friither behandelte Gleichung; es ist
somit:

TR 3 F lJ’L—|—‘)tl) (1—")‘
f((b) A (1 —{—")’

B(l—-‘)]! d® [ 216r2—72r -8 (3r —1)5dr ])
(x+2)1(x+3)! | g,° I (3r—1)6 (216r2—72 (-5) (4r— 1) I

(1]

das Integrale der vorgelegten Gleichung.
9. Es sollen die Fuuctionen:

y=wux
Yy = x*
y = a3

dargestellt werden als ' Differential - Quotienten einer Funetion
von 7.

a) Ist y = @, so ist A2y = 0 und somit:
f(e+2) —2f(@+ 1)+ f(x) = 0.
Setzt man:
. dto(r
f(x)= 5 'f':] ?
f__ dr” ‘

0
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so kommt man bei der Bestimmung von ¢ (») auf folgende Differen-
tial-Gleichung :
gl () =2 e i(r) - elr) —0
aus welcher folgt :
¢ (1) = (A+ Br)e

somit 1st:

d* e P2 P
r = A1 Br)et]v.
v =2 ()]

Um A und B zu bestimmen, differenzire man (4 + Br) e
wirklich @ mal, man erhilt so:

— {[f“i‘Br + B e"}

und diese Gleichung wird identisch fiir:
A=0o,B=1

folglich hat man:

Pl g d (?'(’r_! ?
dr® f
0

b) Ist y = a2, so hat man:
At =i
oder:
[(@+3)—3f(w+2) + 3/ + 1) —f(&) =0.

Setzt man:

f@0={dwa}

e

so hat man zur Bestimmung von ¢ (») folgende Differential - Glei-
chung :

g r)—s e (r)+delr)i—plr)=0
welcher geniigt wird, fiir:

¢ (’J") — (A'f —|— Br + Cr-g_.) e

es ist somit:



-
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dr®

i % L [(A+ Br+4 Cr?) e"]s.

Um 4, B, C zu bestimmen, differenzire man das Product:

A4+ Br+ Cr2) e

a mal, man erhilt so:

@t = {[A+ Br+Crita (B+20n)+Ca(a — 1)] e}

und diese wird identisch fiir:
A=05B=1,C=1.
Man hat daher:

r® — g : r4-r?)e l
s )

und eben so findet man:

e % ;rr [(?'+3?'2’|‘ ?.3) e,.] }

- - - .

i
3-‘.m—| — % ; % [(; + A:: r2 + A:t 73 _I. 105 Am—-ﬁ?'m_2 + ?.m-—l) er]}

i
woselbst 4, , 45, ... A,_» die auch in der Gleichung (10) vor-
kommenden Coéfficienten sind 1).

1) Sehr leicht ist die Darstellung von Exponentialgrissen als xte Differential-Quotienten.

Man hat namlich:

: 1 Gt A e
8N a = : = [(,’3 lm er e J
L

=




-
=

Sipnittizie

10. Es sei zu bestimmen der Werth des folgenden unendlichen
Kettenbruches :

1
b ()=o)t
gl 1) —
oiodimgd = - R o
v (x+2) 1 T
Es ist nun offenbar:
1
/ — . g e 5
@) =9+ 5
und setzt man:
F(a)
/) R —
i (J’) F(.‘L‘—E- 1)
somit:
F(x+1)
I - PN T
plasdl= oo s

so erhilt man die Gleichung:
Fle+2)4+¢@)F(x+1)—F(x)=0
welche ich in dem speciellen Falle, wo:

e(x)=2x+1

ist. in nitheren Betracht ziehen will. Es ist alsdann, wenn:

szsﬁwu
(_ } a o 5

gesetzt wird:

e e Ll

U =2f (7)
und somit die Differentialgleichung, welche zur Bestimmung von f(r)
dient, folgende:

(r— 2t Df" ()1 () — 1 () = 0.
Das Integrale derselben ist:
f(r)=C, eV 2(r—1)+1 CENE eV 20—+

1

und wenn man A =1 setzt:
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F(a)— { Ii [CetV 4GV }

3]

somit hat man:

oder statt ¢ (@) seinen Werth gesetzt:

g d‘; [C‘: e+1/27+czc-_1/2? ‘,}

R T AL e —
I

dr+l o .
; 41 [(‘ & I—V’r +Ce— Var ] | 2+ 3 + =
& ¢ el

2 +4+T74..
Der erste Theil dieser Gleichung enthilt, da man durch €C; Zihler
und Nenner des Bruches dividiren kann, eine willkiirliche Constante
_:'_1' um diese zu bestimmen, setze man @ = 0; man erhilt dann, nach
einiger Reduction :
C, e ! (S e 1

pl €+l —— Cg (3_-1

Nun ist aber dieser unendliche Kettenbruch (siehe Grunert's Sup-
plemente zu Kliigel' s mathem. Wirterbuch, 1. Bd., p. 555) gleich:

et | o
e'+'—c—|
somit ist:
Cl —_— (IJ
und daher:
- LN I M oo
Ir+t = R 2
%__;Il[eﬂ/ 2Ry e“V"]}i 2248 —— | 1
2 2+ 5 + —
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Diese hiehst merkwiirdige Form verdient ihrer Einfachheit halber,
die Beachtung der Mathematiker.
Betrachtet man ferner den speciellen Fall, wo:

o(x) —"az

ist, so hat man:

F(#+2) + az F(z+1) — F (z) = 0.

Setzt man:

F(z)= { : ; l—)— z

/

so erhilt man zur Bestimmung von /() die Gleichung :
Ut+ar—ad)f'(r)—f()=0
welche sich fiir:

I

a

vereinfacht, und der folgende Werth von f(») geniigt:

-
1

Ve g

2y —ecosw 2y —cosw

fir)=A4yr / coswe ' ° dw+ B ﬁz g dw +
0 0

- r 2‘ L cosw r S
+2BY — |coswe ' ¢ log ( sm~-w) dw.
i [
0

Stellt man dies kurz so dar:

[(r)=Af(r) 1 Bf: (r)

woselbst 4 und B willkiirliche Constante bedeuten, so hat man:
;—— [4fi (") +Bf, (?)]g

1
N : |
— e — __a‘v+__ - e — e — — e i

-1-}—{

{ ,+,[4/1(v)+3f( )]

a(x+4-1) e P e, T
:—; ﬂ{_J:T ) '__

-._.,..-W»-._.

n(a,—|—-'¥)—l— S
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Da nun fir « = 1 der Werth des rechts stehenden Ketten-
bruches 1):

d.r ¥ 2 reosiw
= lV?'ﬁlos et e dzv]
dar

0

T
d‘[‘-{-l s
[1/: cosw e B ricoax d'w]

ar®
0

ist, so folgt B =0 und man hat:

% — IVT/COS?D e 0 e d.‘w]}

0 a
aH g BT AT D
5 . [V?'/(‘os we' VT d'wJ,{
e )
0 L
1
=ax + — LR T —
1 ) el e it el B e

St el —
ol el a(x+3)+...

Es ist nun auch leicht, eine complete Differenzen-Gleichung mit
ganzen algebraischen Coéfficienten zu integriren, Denn ist:

Xf(e+n)+ X of(e4+n—D)+. . .+ Xfle+ 1)+ Xf ()=

S0 sefze man:

F(x)

fay =520 |

Ry %d +0) }

und man erhilt, die bisher gebrauchten Bezeichnungsweisen bei-
behaltend:

1) Siehe unser Memoire ,Bemerkungen iiber die Integration linearer Differential-Glei-
chungen“ XXVI. Band, Seite 510 der Sitzungsherichte der mathem.-naturw. Classe.
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I

d* Y (r) ?
dr® :5 '

Dieser Gleichung geniigt man fiir solche ¢ (), welche die Gleichung :

7,—|~(?—/)( —I—(J‘—/)(”-I—(J—?) ”’——I-..,,:ff()')

identificiren.

Das hier dargebotene Integrationsverfahren ist in aller Strenge
richtig, so lange @ eine ganze positive Zahl ist. Die Resultate,
zu denen man aber hiebei kommt, sind nicht immer geeignet,
einfach aul ganze negative Werthe von & iibertragen zu werden,
und falls sich auch hie und da eine solche Ubertragung recht-
fertigen liesse, wiire in der Regel hiemit doch nicht viel gewonnen.
Denn die Integrale, zu welchen man hier kommt, haben oftmals
Factorielle zu Factoren, jedesmal aber a'* Differential - Quotienten.
Verwandelt man_die Factoriellen in Gamma-Functionen, so geniigen die
so geinderten Ausdriicke noch immer den Differenzen-Gleichungen,
gestatten aber, da:

: 1 - e SRR s B S
N'(x)=1lim —— _ eV 7
L (z4+1) . (z4+2) . (z+3) ... (x+m)
fiir m =00 ist, keine ganzen negativen Werthe von @. Die a2'* Dif-
ferential-Quotienten aber verwandeln sich fir negative @ in @' Inte-
grale, und die Berechnung derselben ist in der That hichst unbequem,

wenn nicht gar unausfithrbar.

Ich fand es daher fiir gut, folgenden anderen Weg einzusehla-
gen, um das Integrale einer Differenzen - Gleichung fiir negative @
zu erhalten. Wenn:

on (@) f(x+n) + oua (D) f(24n—1)+ .. . +
+ ¢ (@) f (1) + po (@) f(2) =0
die vorgelegte Differenzen-Gleichung ist, so kann selbe fiir negative
@ so geschrieben werden:

o (—2)f(—ax+n) + ¢uar (—a) f(—x+n—1) +
4o (—a) (—a+1) f oo (—a) f(—a) =0
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und setzt man hier:
[(—a+n) =F(2),
s0 hat man:
f(—z+n—1)=F(z+1)
f(—x+n—2)=F(x+2)
f(—x—1)=F(x+n—1)
f(—x) = F(x + n)
und man erhilt hiedurch die Gleichung:
¢o(—x) F(wv+n)+ ¢ (—2)F(x+n—1) + .

+ ¢ s (—2)F(e+1) + ¢u (—a) F(2) =0
welche genau die Form der Gleichung (1) hat. Ist ihr Integrale:

LORTORES-S13
n
so hat man:
d* (n] (r
f(—w) = ¢ (). { —0

5
und die vorhin angezeigten Schwierigkeiten sind dadurch gelioben.
Nehmen wir, um ganz in das Wesen der Sache einzugehen, mehrere

der vorhin behandelten Beispiele noch einmal vor:
1. Die Gleichung:

f(@+2)—2f(e4+1)+(142)f(x)=0

hat zum Integrale folgenden Ausdruck:

f(xz)=C, % _:x [e_ rzj} EN Cz _‘i il —f; " I}

fir negative 2 nimmt die vorgelegte Gleichung die Gestalt an:

f(—z4+2)—2f(—z+ 1D+ —2)f(—x)=0
und setzt man:
[ 2) = Fia)
f(—a+1)=F (x+1)
ARG 2y = Hi(s-2)

Sitzb. d. muthem.-naturw. Cl. XXIX. Bd. Nr. 7. 6
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so erhilt man die Gleichung :

(e—1)F(x+2)4+2F(x+1)—F(x)=0
welche nach der in diesem Memoire gezeigten Methode hehandelt,
zu folgendem Integrale fiihrt:

1, (1) AR
Flo)=—— - K, —
( ) (1:"3_)!( ; dr® 1 dr™=* 5
somit ist:
1 &t (2—1) G
SR PO, SRR | R, S BPTIGY,
f( 1) (a—1)! ; 1 dr*t? + K dr*—!

Der mit &, verkniipfte Ausdruck ist offenbar gleich Null, daher hat
man :
2

1 diiiie’
f(*—-*éb‘)z(a‘_i)t{ a—i }

dr

i
-

Setzt man in dem zuletzt gefundenen Integrale v=1,2, 3, 4,
so erhalt man £ (—1),f(—2),f(—3).f(—4), ... welche

der vorgelegten Gleichung entsprechen.
2. Die Gleichung:

f(x42)—2xf(e+ 1)+ (x+ 1)f(x)=0

hat zum Integrale:

v S A, (el

(-""_2)_! a ar®

ein Ausdruck, welcher fiir ganze Werthe von @, die gleich oder
kleiner als 1 sind, Null wird.

Setzt man aber in die vorgelegte Gleichung @ negativ, so hat
man :

—af(—a+2) 4 2af(— 2+ ) + (1 —a) f(— ) =0
und dies geht fiir:

[(—a) =F(z+2)

iiher in
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(x— 1) F(x+2)—2xF(x 1)+ v F(z)=0.

[hr geniigt man fiir :

F(a) =

@3] g |

somit ist:

f(—a)= T._u_-_-i'j e

d J_H' :

¢ %d""“ (r c_”:_) }
)!

—1
ein Ausdruck, welcher gerade fir solche ganze Werthe von a eine
leichte Berechnungsweise gestattet, wo der andere, friither gewon-
nene Ausdruck unbrauchbar wird.
3. Die Gleichung:

fe4+2)+2f(z41)—f(x)=0
geht fir negative a iiber in:
f(—2+2)—af(—z+ 1) —f(—2)=0
und setzt man wie bisher :
f(—a)=F(x+42)
so erhilt man:
F(x+2)4+aF(x+1)—F(x)=0
eine Gleichung, welehe vollstindig mit der vorgelegten iiberein-
stimmt. Man hat daher um f(—a) zu bestimmen, in dem Integrale
der vorgelegten Gleichung blos @ -2 statt @ zu setzen.
4. Die Gleichung:
f(+2)+ (z—1)f(z4+1)=0
wird fiir negative @ :
f(—2z+2)—(@+Df(—z+1) =0
und setzt man:
f(—&)=F(x+42),
so hat man:
@+ F(x4+1)—F(x) =0

welcher geniigt:
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: 1
F ()=
folglich ist:
f(—) =
5 Beispiel. Die Gleichung:

2a3f(w+2) +3af (@4 1)+ (x) =0

wird fiir negative a:

2acf(—a+2)—3af(—a+ 1)+ f(—a) =0

und setzt man:

|
(x+2)!

f(—z)=F(x+2)

so hat man:

F(x+2)—3aF(a+1)4 22 F(2)=0.

[hr geniigt:

F(é""):C‘g%[?,my(r—*i)_ A ]}

r—1

sonitt hat man:

" d’ r
S e o

Zerlegt man in Partialbriiche und differenzirt man alsdann

=1
dieselben, so erhilt man:

[(—2)=Cx.(x+1)!
Es lisst sich endlich die hier gezeigte Methode auch auf Diffe-
renzen - Gleichungen mit beliebig vielen unabhingig Variablen aus-
dehnen. Man begegnet hiebei keinen anderen Schwierigkeiten, als
die, welche die Integration partieller Differential-Gleichungen dar-
bieten. — So ist, um nur den einfachsten Fall zu beriihren, fiir:

Uy, ¥y
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woselbst ¢ (u, v) eine Funetion von « und » bezeichnet, und #,
und v, constante Zablen sind, die nach verrichteter @ -y maliger
Differentiation von ¢ (u , v) in diesem Ausdrucke statt « und » gesetzt
werden miissen, folgendes :

i) = { d‘::: | (u—uy) ffa:; :v) }
Uy, ®
e { ;:; (v—'vi)rfa(",‘) ]} |
zf(x,y) = { di::y [(“#H')2 {i:: } .
Jx v d? d>p i

Lo 2+ o= 7]

My s 7

vf(x,y) = g

f'”a'y

und dies sind die Hauptreduetionsformeln, welche unserem Verfahren
bei der Integration von Differenzen-Gleichungen mit 2 unabhingigen
Variablen zu Grunde liegen.
1. Beispiel. Sei:
ayf(e+1.y)+baf(z.y+1)=cayf(x,y)

die vorgelegte Differenzen-Gleichung. Setzt man:
f,y)=(@—1)!(y —1D!¢(x.y)
so erhalt man:
ad(x+1.9)+b¢(z.y+1)=c¢(v,y)
und dies geht fiir:

VAPTIE AL X

d® dv?
0,0

iiber in:
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d=Ty dy
ey
du” dv? du
0,0
Der Gleichung :
d dre
a ik b L co=20
du dv

geniigt aber:

¢g—e" i F(av—bu)

unter F(av—bu) eine willkiirliche Funetion von a«v—bu ver-
standen, somit ist:

“ﬂi L,‘:’: ”F(_{{ v—20 n_)] : 3

0,0

f( J)—(Lﬁﬂ'(fl——”'{

du’® di

das Integrale obiger Differenzen-Gleichung, welches aber blos fiir
positive @ und y gilt.
2. Beispiel. Die Gleichung:
af (@4 1. y) 4 bf @@y + 1) = (o4 y)f(@.y)
geht durch Substitution von:
f(@.y)=(@+y—1)¢(x.y),

woselbst:

(z4+y—1)!'=1.2.3.4...(x}4y—1)
ist, iiber in:

ag(x+1.y)+bd(v.y+1)=cd(x.y).

somit ist:

{f]+y = i
@, y)—(rd4 y=1)! { —— le“ F{av—bu)
du” dv’
Macht man aber von der Substitution:
: f & Vo (u,0) |
P ) ==t L
/( J) z du" dv? )

H, s Uy

gleich anfinglich Gebrauch, so findet man:
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du’® dv’ du

s Y d s d
; [f.s—"?—{—b-j';—-.','(u_--u,)—d{:—i-—f:(v——v,)—n‘g }=0

und withlt man %, und », dermassen, auf dass:

a+cuy =20
b—I—C'L’l:O

wird, so erhilt man:

&ty }
{du' dv’ [ d"‘

Das Integrale der partiellen Differential-Gleichung :

0.
6

n|®

[

dy dp 0

du dv

ist aber:

woselbst # ( ( ) eine willkiirliche Function von — hezelchnet somit
v v

hat man auch:

du”® dv?

()
f(z,y)= { 2

P ¥

fiir das Integrale der vorgelegten Differenzen-Gleichung.
3. Beispiel. Es sei gegeben die viel allgemeinere Gleichung :

ag@)f(@+1.y)+ba@)f(e.y+1)=cyr(@+y)f(x.y),

in welcher die beiden vorher behandelten als specielle Fille ent-
halten sind. Setzt man:

(x+1
A = [x shy—<dll!

PRy SR

woselbst :

[¢(@—D]'=¢(1). ¢(2).2(3)....¢(x—1)
[6(y—1)|'=a(1).a(2).(3)....6(y—1)
[x(w+y—1)]!=x(1)-»:(2)-x(3)~-~-;c(_:v+ g+
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ist, so erhilt man ebenfalls:

af(x+1,9)+od(z,y+1)=cé(x,y).

Es ist somit:

i [x(x +y— 1)]! dx Ty €
) = 28 Wlaov—0b
f@:9) = DR =T { a0 A “>]$

0,0

das Integrale der vorgelegten Gleichung. — Da in diesem Beispicle
nirgends die Bedingung niederlegt wurde, dass die Coéfficienten
ganze algebraische Funetionen sind, so gilt dieses Resultat auch fiir
beliebige Functionsformen der Coéfficienten, wenn nur hiedurch
f(a,y) endlich und bestimmt bleibt.

4. Beispiel. Sei endlich die Gleichung:

2f(z+1,.9+1) =f(z+1,.9) 4+ f(z,.y+1)
gegeben, welche Laplace in seinem classischen Werke: ,, Théorie
analytique des probabilités«, troisiéme édition pag. 211 integrirte.
Selzt man :

(E:}_'_{._y fp (H y 'E-')
f(x,y) = { >
du® dv’

0,0

so erhidlt man zur Bestimmung von ¢ (u , v) folgende partielle Diffe-
rential-Gleichung :

0 l:l_‘]'fgf_ﬂ _dy(u,) do(u,v)

T O du dv

Ist das Integrale derselben von der Form :

o(u,v)=¢ W)+ vd (w)+ v2dy () Fv3ds (w)+ . ..

so erhilt man:

do (u,v) 5 P }
0T g ) e g (@) g () F g ()

1o (u,v
(—ﬂj;; g by () + 20, (u) 4 3025 (w) +4v3ds (w)+ . ..
= ¢,"(4) +2v¢." (u) 4 3v2¢s’' (w) + 4v3¢,/ (w) + . . .

d*o(u,v)
du dv

und werden diese Reihen in obige partielle Differential-Gleichung
substituirt, und alsdann die, auf beiden Seiten der Gleichung be-
findlichen Coéfficienten der gleich hohen Potenzen von v einander
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gleich geselzt, so kommt man za nachfolgendem Systeme von Glei-
chungen:

20/ () — ¢ (v) = ¢ (u)
24 (W) — ¢a (w) =1 ¢4 (w)
B (O 4
20 (w) — ¢y (0) =+ ¢

aus welchem folgende Werthe fiir yi(u) &q ('u) ds(u) , Pu(u) .
hervorgehen:

fye
¢y (u) = — e“ﬁ ¢ (u) du

u u°
Y (z) = N 3f * 9" (w) du®
i 3 U
1 —_— —_—
/, il 2 2 i 3
¢s () STETAN fe " (u) du

i A i

1 e = :
¢y (u) = TR ‘ife * 4@ (w) dut

-

somit ist:
u° 2
i

¢(u,v)=¢(u)-}-f:'.%./;a-z—g’/’(u)(ht—{—;.e Je ® g/ (w)du~-

2

t:i..-;

U 3
u

s —' : 23‘/:;?55’” (u)dus +

Beachtet man nun dass:

h - 28 F
i)\‘ [e“’“fc—“ F(x) d.:v*] = e‘“jfe —ax® (} )d.ﬁv”
dx y

da

ist, so hat man, ¢ (u, v) @4 y mal differenzirend:

u u

=l v+t
Vo (u,v) e? 5

— 2 p(aty) ek i W
e = fe Uj (u) du + y+ifc

o RSy &
82

. YD (0) durt 4 f—! = [ e * Gt () dut 4 ..
2 i -
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folglich ist:

v

“,,r-HJo i, v i — .
______;_( ) — _fg 2 @Y (u) duv,

du”® dv? 2y

0,0

ein Ausdruck, in welechem nach verrichteter ymaliger Integration statt
w Null gesetzt werden muss.

Macht man nun von folgender, von Liouville herriihrenden
Formel Gebrauch:

/59 (u) du* = ”_Tjﬂ‘ (E-L)/‘go (u+ «) a+—'da,

so erhilt man:

‘ (— 1) " uta
flx.y) = ———/fe * &) (uta).a¥" da
- |

2 (y — 1)!
0

oder endlich, weil man in diesem Ausdrucke u = 0 setzen kann:

a0

. G Y Eh
F.9) = 5 e [ g @) 0 de
' !
0

2Y (y—1

und dies ist das, mit der willkiirlichen Funection ¢ («) versehene
Integrale der vorgelegten Differenzen - Gleichung. Bei gehoriger
Specialisirung dieser Function ¢ («) erhiilt man das von Laplace
angegebene Integrale. Soll der hier gegebene Werth von f(2 , y)
oanz tadellos sein, so muss die willkiirliche Funetion ¢ () so ge-
wihlt werden, dass das bestimmte, innerhalb der Grenzen 0 und oo
aufgestellte Integrale weder unbestimmt noch unendlich werde. Dass
man durch Vertauschung von @ und y ein zweites partic. Integrale
erhilt, versteht sich wohl von selbst.

Wir glauben nicht schliessen- zu diirfen, ohne nochmals der
schimen Arbeit Sehlomileh’s ,Theorie der Differenzen und
Summen® zu gedenken. Das Kapital in demselben ,Integration mit
Hilfe unendlicher Reihen® (der Laplace’schen fonetion généra-
trice) zeigt, wie nahe man bereits der Methode, die ich hier der
kaiserlichen Akademie der Wissenschaften vorzulegen wagte, war.
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