ZUR THEORIE DER FUNCTIONEN Cw.

VON

LEOPOLD GEGENBAUER.

VORGELEGT IN DER SITZUNG AM 10. JANNER 1884.

In den folgenden Zeilen werde ich eine Reihe von neuen Siitzen iiber die Functionen C)(x),
bekanntlich durch die Gleichung:

D e ) -,_\1 1V o
1) (1—2zz+a%)~ = ) Ci(a)

welehe

definirt sind, mittheilen.

Aus der Gleichung:

n=10

1—22 cos x+2* = (1—= cos z—iz sin 2)(1—= cos & ~+ iz sin @)
folgt:
LN e e TR NTL R e
(1—2zc0s x+2%) — — ) _‘?[m..— 1)’1'1[‘1{7')11'?:?)‘*”” GG SEE A s
3 — \'_ J . |I ,
=0
und daher ist:
o T (T B A 2 Al ol
2) C. (cos x)= ) = —(f“'(; lli" l—li:‘, ,'”': ) '}- jeos (A—p)z —+1i sin («“--—-.’J.].r;
e — X (1)

(=0, 1, ..., 0, A+p=n)
oder auch, weil der imaginiire Bestandtheil auf der rechten Seite dieser Gleichung
verschwindet:

g, wie man leicht erkennt,

; ; : \ V= A—1 (v + p— : :
3) C, (cos 2) = \ s 'Jz “ l _ D Cos (A—u)x
A [H(v—1)] H(A) 1 (p) S
" @ = 050 e k= =)
und:
A=n
4)

C (cos @)= el +A—1DIv—A+a—1) cos (n—20)x
H = L o DI OO () s (n—20)e.

Beriicksiehtigt man die Formel:

deslilE ey —_—:/.:in@'* o cos?
2l(a—+f3—1) 0 i

s ’.-'E!’J
i a
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so kann man die Gleichung 2) auch in folgender Form schreiben:

K

. (7 + 2v—1 1(n s : ) o
C, (cos x)= 22‘[51@ )j*llg )fsm &y ‘2:1.«:3? T “(*’)(Hi 7y {(cos z—+ 7 sin z) sin g} " {cos 277 sin ) cos 2} *

& p=0,1, ..., nd-Epr=m

el A

_ N(n-+2v—1)
— 22[l(»—1)*ll(n)

oder auch, wenn man fiir cos x: & und fiir 2¢: ¢ schreibt:

(cos x —+ i sin x cos 2¢)" sin* ' 2udy

H(n—+2v—1) F ey
22\;—1[ll(v—1)]"ll(n).£‘(mi SRR

b) =

welehe Formel ich schon frither auf einem anderen Wege abgeleitet habe. (,,I"Iber einige bestimmte Integrale,
Sitzungsberichte der kaiserlichen Akademie der Wissensehaften, mathematisch-naturwissenschaftliche Classe,
I1. Abtheilung, 70. Band.)

Entwickelt man die unter dem Integralzeichen auftretende nte Potenz, und beachtet, dass der imaginiire
Bestandtheil auf der rechten Seite dieser Gleichung verschwinden muss, so erhiilt man:

(n—+2—1) OV ar—2(@P—I} [F
Caz)— (v 2v—1) 2_ & iz }_)ﬁm B~y cos Pody

281 N(v—1) P = N(ZHH (n—22

oder: I

¢ 2—1\ 15 =[]
6 R M(n-+ 2—1)[1(=5 )] ¥ e
) @)= ] ST (v — W) 1l (n—2%)

h=0 ( )
und:
2v—1

e ("’" b=
7 ¢” (o :c)——“m+ B 1[“ ) Z‘( ) co8 *=—*¢ sin
) n (cos @)= f(v—1) 11(3.,#1 %-11(;.)11(_?+>.)11(”-—220

h=0

Schreibt man in der Gleichung b) fiir z: cos x und setzt:

tang ¢ =tang = cos ¢

so verwandelt sich dieselbe in:

8) @ (co8 2)— I(n+2v—1) cos _""":r,‘ f‘ (sin 2z—sin %)’ eos nydy
o 22—2]I(n)[II(v—1)]* sin *~'x /o cos "y
oder auch:
9) G2 (eop ) — e+ 2v—1) cos "Hz f (cos 2z—cos 2¢)" ! cos nydy
2 25211 (n)[Il(v — 1) sin >~ 1z /o cos » ) g

¢™(y)

7 77 __ ynd summirt von # = 0 bis # = oo, so erhiilt man:
H(n—+2v—1)

Multiplicirt man die Gleichung 5) mit

=00 =00

T et ™(y) 12 1 fu' 291, _993"-'(5') e 1
£ T(n—+2v—1) Cho)=g=me—p),™ T *% L i) el
oder:
i | (n
10] ‘ (J) 1Y (g b \ e 29—1
0) /_u U(u—} i 1) C(x)= SET ‘[[I(v (j—i— + cos ¢|/x* z2—1) sin wdy.
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Aus dieser Gleichung folgt die Formel:

9 ALl 2,1
11) o0)(y) = ) Sh D)) (1—o?) 7 Cia) tfaj;:(y+w—l—808tp|/x —1) sin®~ ¢dyp.
21— 1) (= 5

Aus der Gleichung 1) folgt:

29—1
12) e (o)) M(2v—1)12 [ Cl@) (1 —2?) * da
— 22-,_'11(33.+2v—1) {H(?};—l)] (1“22’.1;—!-422)” .
2 T

Multiplicirt man diese Gleichung mit:

e"i(y)
[l(u)(u, +v)

und summirt beziiglich » von O bis co, so ergibt sich die Relation:

2y

e At (2% F g \=1 2" (y)
(1—2ez +2%) =, H(n—+ 2v—1)

é‘ SRR (2= T
< (1) 1) { o 11(2’*“1)
o2

o1

oder auch nach 10):

)Z ¢"(y) ?,_[ - l_'()"_] N ] {+ (I_FB) = (;Ey+x+cos?'[;ﬁ——l)sin*"*'(pdgs.
92— (y

(n-«}-v)ll(n} 1)“ _‘a (1— 2z +2%)"

Multiplicirt man die Gleichung 12) mit z* und differentiirt sodann in Bezug auf z, so ergibt sich die
Formel :

29—1

o 2" 11(2)» M(2v—1)12 (' Ch@)(1—2?) * dx

) = { z—l‘J A2+ 2+
()

1= o [l(?z o l)

Aus dieser Relation folgt sofort:

2v—1
g o~ 'l—xETf.r} = —
(1(_ 2:.;;)_*_ 32;4_1 {;"r(y—r—;v—l— cos )2 —1) sin®=* odyp.

— o0

11(2v—1)
2f~*---'1l(-;_1)|l(z“ )

15) ¢z +y)= v(1—22)

Nimmt man speciell in den Gleichungen 10), 11), 13), 15):

o) =y *J*(/y)

o =
o(y) =y*I*(/y)
und berticksichtigt, dass:
wtn

P T AR

}_} iy 1 ] A ;e
[y~JPLVy3]"”'=(§) R el (47

ist, so erhiilt man die Relationen:
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N I G
1 nd G
5 ,;Z( 1) 2 Il(n +2v—1)
-].L £
yz —_— _E. e — z =
i oo B 3 oo T i
& +n (2y—1 2
LT T VJ)——(—Z)";; : (n+v)ll(n) T2y )2\; S
2u TGy — 1)1~ )
+ 1 T
=1 — & = =
.ﬁl—x”_’) - G:(a:)zf:nﬂy—i—:c+cos ol/z*—1) 2JF(Vy—f— z -+ 08 g|/ x*—1) sin ¥~ ody
-1 (]
18) ﬂ%m( e st U (2—1) ;
;/Z'o 2" (n—+v) I1(n) { 9Bt 1(y—1 )H(?v— 1) J
51
(l—xﬁ) T rfm = RORe
.f_‘ m (J—P'ﬁ?—i—COSaGV’fb -']) JP([/y—l—:e:-!—cos SOV.TJ —'1) S SOdSO
i =
19) JH(|/y72) — vy +2)* (1—22) ME
"_’l](v—])ll(
it 2t
(1—a" * do s N 15 =T
jl Ao +,ﬁy+m+005@fx 1) 2 J() y-= +cos p|/aP—1) sin>—! ody
o n;:r\‘-y— ?J:J'—-"{_Ifg)cx(x_} A
' Z:' 20 1l(n A 2v—1)
1 3 S V- [T ain i
= & (y +x—+cos g |a*—1)2J(/ y+x—+ cosp|/x*—1) sin pdy
gn—[[(y—1)Jty* ~°
— - = A m(2v—1 &
2]]. JP-—”(V y]:?"y 2 (?t—f— v_”l(_ﬂ-} = ( - )c);__'l d
2oty — )T~ )
41 ®
2v—1 Ey d il ——
3 ({‘1—:&; 2 Cu(z)dz ‘{y 4 z-+cos g |at—1)? Jo(/y+z + cos Yfa*—1) sin ¥~ gdy
o 0
i % n (1 2 an T | 2
22) \w zn_‘jr_p-':/li — aifle st Il[h—'—l)‘zv :
= ) 2o l(y—1)I(=5 )
+1 2v—1 =
S ONETRE Lo — —
' [ -fi—_%-;%—ﬁmm cos ¢ [t —1) * J([/y -+ cos gl P —D)lsin > pdy
23) (7 —

v(1—2% _ 11(21:1) & .
J.+z) 122“ 'll{;—l)ll(zJ 1)}

4 2"_.1 7

Al O : - = ——
—1 £ /
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Setzt man in den Gleichungen 16), 17), 18), 19) und 23) y = O und beachtet, dass:
1
—p L
[e—?J?(a)|a=0 TI(p)

ist, so erhélt man die Formeln

H=co
C(x)
9 Z o ) o A )
4) _.,( ) 22 (n—+2v— 1) H(n -+ p)
1 G ST TR
25=—[Ii(v—1) 1)[‘*‘- (2~ cos y|/z*—1) 2J4 (/2 cos g/ 2*—1) sin®>— gdo
2-_1 5
2b) (—1) ®(n —+v) llt_u)llfuﬂx)[ - }-) 1} :
D2y —ji— i i
gt Ti(y— D 1I( =)
~ 41 L
L = E
fll-—wg} B ) d ﬂ$+cns ofx?—1) '-’th{j_l/.-:;q—c{myl/.v“—l_i sin® ! gdy
S| )
n—‘m o T2y —1 2
20) \ S s v) () (4 1) fg"‘[ e )-)'_'1 J
= - i N =
H:U 21 'llk\v_lllll( 2_-)
p Sl fiki
e A2
jl m}%jw—kmsﬂfﬁ—lj * Je(f -t cos /1) sin® gy
£ * -
2T) JH(J2) = ve® (1—2%) 2 z 1
90— luu—l)ll -
1 =
2 2 T — — s =1
: et 1,1‘?-4—-((1\.; (E—T) ’)"IVJJ i—"’““’-'].” -1) sin®—! ody
: (1—220+ 2% +1 l

ll{2v~1}
3%—!11{?—1“1(” ;1)

28) JF"[]/S) — = 7
8
g —1) 8in*’=> 59:19;.

(1

At 2y—1 .
(1—2% ® dz ( g 2= =T
- (z—+cos ol a*—1) 'J”[Vx—'“ coswl/:

. B\ Y i
j_, (1—2zx—+2%)"+1)

Setzt man in der Gleichung 26):
= y—1
so verwandelt sie sich in:
- - m(2v—1 2
29) (=) =257 [— —=2—>) e
. s —
2% i(y— 1) (=)
1 2,—1 i
(1—=z2) 2 gro ok S
¥ ‘ Jlx—n—t-.t'ls;r:;'-_-';r:"—l: = 'lV.c+¢flmsy',-'.v‘ -1) sin*—! ody

'J_[ (1—2z2+2%)" J,

welche Formel fiir z—0 in die folgende iibergeht

+1 =
i | iR :
30) | (A—a?) * do)(wtcosgfa—1) * J—(/w+-cosolfa—1) sin®—! gdp —
—1 0
2y — 1
21—
=
\ 2
nn

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XLVIIL Bd. Abhandlungen von Nichtmitgliedern
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Setzt man in den Gleichungen 29) und 30) v — —l und beachtet, dass:

Jz(a)-—l/ - sin «

J__

ist, so erhiilt man folgende zwei Formeln:

i

+-1

11J(‘.os (V.L‘—i— cos ozt — I)dga = F sin |/ 2

dx

) Vl — 22242

32) fjcogl{/x—kf*o«g][x* — Or

welche man Herrn Catalan verdankt,
Setzt man in den Gleichungen 10), 11), 13), 15):

w(y) =Cr(y)

und beriicksichtigt, dass:
2“ "(4”' +—n— 1 } u_-4—u

33 Cr‘ NEE== = 3 Gy
ist, so erhiilt man folgende Relationen:
\ 2M(p+a—1) (p—1) { NS
34) \ e Y il : J+n S = T sol/zt—1 24— ;
3 L Tin+2—=D) G (U)iC (@)= PG D, C(y +x =+ cos /22 —1) sin>—* udp
M — . ol e 5
) oty = LEIE=DI) e
a*llfp-En—1) =y 4y —
M(v—1 m( ; )

+1 _'3_'.1.—-1 R e
.fﬁ‘l—:r?] 2 G';(x'}dxj(ﬁ:(_y +x -+ c0s ¢ |/z*—1) sin>—! ody

1 0
36) {1 20 ~+n—1) O e = (1) ||(2,_15 2
¢ G ST, ,— AN S D] 3
S ‘r —‘llw—l;ll( - )]

A1 2y—1 AL

1—2%) % dz "
j ¢t ) £ 205 IC,::H-.H--cOb ¢ Ja*—1) sin®~ gdp
—1

v ~E )
[1“2&0{;"}“&4 ) 0

=1

;—1

e 2
Ci(y—+2) = v(1—2*) |— e 7o) :
2r Iy — 1))

e 2—1 AT
e 2 d
f ‘I(TL_T;'?F'JC(?;_,_J_,_(OgUL/;-—I sin®—! udo.
—
Da:
I(m—+p—1)

r? 0 — (] (_,rf:.l ) —_— '-_].I.ru'—’____
(8 Zm-i-” J) 3 -u(() [ ) lllp"‘“l)llU"’)

; \ H(m—+2p—1)
gL e
B = T) ()
5 —1)"1l 2p—1
Clm[‘_' 1} == '{ — 3 J Lo ‘_'"'__}‘
it 1(2p — 1) 11 (m)
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ist, so erhiilt man als specielle Fiille dieser Formeln die Relationen:
o=[2] -

\ U(p—+r—s—1) : o A1) u el T
38) S_‘ (= 2‘:111(?._,_2”_20.__1)1“0) C’"‘”“(w)—2'“*—’[[[(1;#1)]3 C'x(x +cos .@V‘” —1) sin pdy

2v—1MI(v—1) “(292— 1) } :

2r=%[(p+r—a—1) [ y
M(2v—1)

39) (=1 o) —TN(—26) (r+v—29)

R &3
:ﬂl —a%) T C:_z,(x)d.vf(}'f(z ~+cos o/z?—1) sin®—! pdp
—1

0
°=l?] (p+r—a—l)zr  _ T(p—1) m(2y—1) :
\ % [1(r— EEDE T T (e e :
40) D 2% [1(r—20) [1(a) (v +7 zcﬂ 2 [22,‘411(‘;_1\]“( ;)_])}

A1 2y—1 T

(1—a?) 2 dx A e 3
.J_’ (1—220 5 2%) uCr(.v+cos ,9],[.3 —1) sin wdy

24—1

: +1 == -
\ =1 2 e = W
41y C.(r)=y({1—2" l——r&‘}“j )] { ((1 ) s -rCf(£+cos <‘.-u|fuc2—1) sin®>—! ody
2

1—2zx + 2%)'+!
] /)

+1 ey 3
42) 0= |(1—2?) * C;—z2(2) J.cf(}'i‘(_;c-l—eos o)/ 2*—1) sin®>—"! odyp
—1 0
'© 2 M(pn—D)II(r+n-+2u—1) M=) e e
43 \ UJ X (Jr;l- eV 2-_] S ] i
, — (e —+2v—1)11(2n+ 2u—D(r—n) 2 "‘|11u~—l)] (2F L OB e s P4
. 2u—131%
98— 1(y — 1) I 22
iy 2“_[[(;14—&-1]Ilu'+ﬂ—+—2;:.~—11 { S eD) )l_
(n =) M(r—n) W(2n—+2p— 1) (p—1)T(n) m2v—1) i
+ 1 T
H=t i
:ﬂl—x“) ? C:,(x‘htl’hsj Ciz+1-+cos ¢ J/at—1) sin*—! ody
=4 0
n=r 5 .
B i gy ) C) oy 1 2
&) \ lJ.e—:—l“;.l-l+ ;: 1L 1)::[(";'”_1*‘]““‘} 1]) Ul na 1 -
— v & — e =
=0 e ( :—111:,_1)11(——)
ot = =
1—a? * d o —— o
- ‘ ———_" : sz_ (();{.54-1 +co8 o |/z*—1) sin >~ gdy
S (1—2zx+-2%) ), : ! d
R 2n (s = O T 2
46) '~> (—1y—n 2 N(p+n—DU(r+n+2p—1) i 1) [(2v—1) }
= m+;:ll[u1ll1 2n+2p.—1)l(r—n) ) _ J/ 9y — 13
n==0 2“_lllk9v—l_llll\ 9 )

2 =

+1 =
1 z ! } e 3
: (o B (U’JJ—!—1+LUS.» [[z2—1) sin *—! gdy.

. (0—2em+2% ), T

Es ist ferner, wie ich gezeigt habe (,Uber die Bessel'schen Functionen¥, Sitzungsberichte der kaiser-
lichen Akademie der Wissenschaften, mathematisch-naturwissenschaftliche Classe, IL Abtheilung, 69. Band,
Miirzheft, Jahrgang 1874):

nn *
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g o 2" y—1) (0 +-2v—1) =1 g =1 )
47 1 e ey z {2 2
) LAt i) () U(v—1)1I(2n +2v—1) ) [(‘ ) J
oder, da:
i 2v—1 . ﬁ (n) 2y—1 2
[a—a"* = eyt | = —ey T 1) [
A=n
. Sﬂ (_1)1 (1 ‘u l(l—f—ﬂ'}]
i o= 9y 19
x=0 I(QJH_?; 4 1)11( ”+21 1) 1) m(u—)
ist:
5) 2
o lItu-+—v—l]Il{u+?v—1)[H( M-+—;v —1)] 3\:‘:: (.‘r—l)“"(’v—l—lﬁ’
480 () — ———— — \ e
o ne—1) ll(?ﬁ -+ 2v—l) ey OO R ] e
- Sn(t= = )ll@)ll(u—!)
2 2 -
und, wenn man fiir z: cos « schreibt:
2z
(=12 rv— 1) N+ 25— 1) [n( 2 =0
49) C,(cosz) = .
ll(u—l)ll(?n—i—-?v-—l)
&
2.« 2p—2)
15:;:( ) CO8 2 sin 9
A ROy s O eIo s O R o
= i . )11( —#-—)u(x) [(n—2).

Nun ist bekanntlich:

mll(n—+2v—1) 2
P ] i ) A gat2—1 | ) —20) Wl
9 nt2y ”(2“'"— J., 24 ) “( 2y -+ ‘)l ]) v cos Y 08 (n-—21) Yy

und daher kann man die Gleichung 48) auch in folgender Form schreiben:

92+ ts ’*+2“f1 2 FE
20 " ( ..)_-' “(n—i v—1 }‘ ll( 2 )I { (:)%H_i_-‘ i j \1 “(H)(.b-——-l ):e—.a (1: Lo 1) cOH (”_ )})
SO AIe—DHe) e +2—T) | gAl= TG H(n—2) ;

Es ist aber:
-_-’?

\‘ I(n) (z—1)" " (z~+ 1) cos (n—20)}
L ()1

k=10

der reelle Bestandtheil von:
{A +-z)e¥—(1—m)e=¥}m = 2" {x cos P~ sin P} ™.
Setzt man:
tang Y = x tang ¢

80 wird:

i ey x" (€08 ny —i sin ny)

{x cos - sin P} = : e T

(x? sin? g +-cos?g)*

und daher kann man die Gleichung 50) auch in folgender Weise schreiben:

2n—+2v—1\1*
b A 2 e 1 - : l 2
g (n—+v ]" “( 3 ) cos =1 ¢ cosn orb
n]) (“Il’)_— ~ 2 n-1 ’ o E o
. mll(y—1)1(2) 1(2n + 2y —1) bt

vV fa? sin? ¢ + cos? ¢

7| | e : 4
welche Formel fiir v = 5 in die von Catalan mitgetheilte Relation:



Zur Theorie der Functionen O ().

©

2
Dpryn+1 <7 gy ! N
52) P,(x) (2x) f cos” v cos nydy
T {x

Esin® o + cos? o} »H!
iibergeht.

Differentiirt man die Gleichung 1) nach z, multiplicirt das Resultat mit = und addirt zu der so entstehenden

Relation die mit 2v multiplicirte Gleichung 1), so erhiilt man:

1l—zx R T n—+ 2y C ()
(1—2zx +2*)"+1 =, n(®)
und daher hat man anch:
m,n= oo
1 : 1—zr
Sl ~m g A
2v Z (n=-2m)en +2 On(e) Oni (i) = (1—2zz —+ 22+
m,n=10 /
::") 4
=(1—=zx) }_‘ 2 CE "V ()
r=10
1_“x rim - 1
: .3(u.—|—1fj = [Pl
It e T e
:m i [(/,}_ 'L)L .’Ll(/, f\.b”;
L r=1{0
oder, weil :
[ ﬂ._f ”(:‘I] x[()”,f+":_..;.-1]’ = [:;'—l— Q'I'J. S Qv} Cr_'_vl'\:v;}
ist:
1 m, n=co
| L 1 '\
= \ (R~ 2v)emtn O () C), () ‘
21.»‘ mEl) )llL+J: Ti—l
Aus dieser Gleichung folgt die Relation:
53) i’ 2 +2 2] «

p—=v

{_I

=0

1
- O (@) = = ) (r+2—1) C¥(@) C(a).

Setzt man in dieser Gleichung v — 0 und beachtet, dass:

[ 1 S g 2 , -
= Urﬁi\(il:}J =—— co8 f{(r—21) are cos x}
v : r—A

=10
ist, so erhiilt man:
A=r

= r—+2 ; A
H4) —2 <t Cr(z) = \ Cf(x) cos {(r—2) are cos

= ;-.=u
oder:

h=r
r - \ ! R
Hh) —)— CY (cos z) = =50 OY (cos ) cos (r—i).
! T . ;

n —fl

Ein specieller Fall der Gleichung 53) ist die Relation:

h=r

(i z}ll:u.—l}lllva \‘ (A~ p— 1) (7 + v—f.l

2b) — —— — —
(s rll{u—f—vl Z l[ulllu—fl

h=0

r -+ 20—+ 2)er CEP(z).
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Setzt man in der Gleichung 1):

V= vy,
so erhilt man:

n=oo
\_1 C"|+":+“-+"r{'$') o A
AL el (1—22m—+ 22yt ekt .
n=0 X
T ]
= Y @) 0@ ... Ottt
ﬂ"ﬂm...,ﬂ,.=0
und daher:
57) YWt vata o Ty A3 v
_ (i (o) = > Ch(@) Cr() . .. Cpl(x)

—
My, My =0 oy ”i"
wo die Summation iiber alle ganzzahligen, nicht negativen Wertsysteme s, n,, . . ., n, auszudehnen ist, welche
Liosungen der Gleichung:
R !
sind.
Fiir # = 1 verwandelt sich diese Formel in:

58) _l_lt'u;.—l—ﬂ_—i— 2v, —I—;._._-Jz-l’v,.-—l‘) ll_(‘;’vl_——.ﬂ ll_{2v2—1 Vi Il(?v,—l )
: I(n) I(2v, +2vg +. ..+ 2v,—1)
X" N(m, +2v,—1) l(n, +2v,—1) ... I+ 2v.—1)
L, 1T Hn) i) ... () B

Mgy ey e s, B

(o e — < )F
Setzt man in dieser Relation:

‘UI -'_vz_-...r. 1.!,.—_—.-)

so wird jedes Glied der anf der rechten Seite auftretenden Summe gleich 1 und daher die Summe gleich der

Anzahl der Lisungssysteme u,, #,, . . ., #,.

Ist v eine rationale Zahl, also

P
T
und nimmt man:
H s = e =)
= aq -+ 1

wo z eine ganze Zahl sein soll, so erhiillt man aus der obigen Formel die Relation:

7)91 Uu-l—up. L \1 (,-a = v " >
D) n == L J,,Il:_.b} (;,,2(.3)] a sta (/”uq-i-l tt)
Mgy Mgy s ooy gy ;
= (g~ Ny~ . Nags = M)
welehe man auch in folgender Form sehreiben kann:
: : : 292 (v + ap—1) \

60) L ap(@)]22) — L : e () CE ) O (@

Fapy \}l |1(‘J—1 ) FL] ! z) (’":[.") (’"'w-H ( )

gy gy == ey g gt

(H—l Ny o Pt = n).
Den speciellen Fall:

hat schon Herr Catalan mitgetheilt,
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Es soll nun der Werth des Integrals:

2y—1

+1
ﬁ [Ca@)] + [Crya()] } 22(1 —a®) 2 dw
—1
? 1
(n=>0, v = 5 P ganzzahlig und = n)

ermittelt werden. Durch partielle Integration erhilt man:

art 2y—1 2y —1
ﬁ (Cr@)] + [Copi@}or(1—a?) T do=[er(1—2") * [Ci@)+ Cop@} ;2T —

1
2 2y—1 irk g
ﬁr—i (1—2%) * {Cn(@)+ Crpa(@)}dz+(2v—1) [2rH {Ch(z) + Crpi(z)} (1—2?) * da.
q Lo
Unter den gemachten Voraussetzungen ist aber:

1

2y—1
61) J 22t (1—gt) T {CY&)+ Cops}dz—0
<y

und daher hat man:

=1
62) ﬁ [P.(2)] + [Puya(2)| } w2de = 2

+1 sty 2its! 2y—3
63) ﬁ [Co(@)] + [Copa@)]}az(l—a®) * dae—= (2v— l)j._r-i' HEOL (@) + Chpi(@)) 1—a?) ® da
~ 4

1 (1=

-Die Relation 62) hat schon Herr Catalan abgeleitet.
Aus der Gleichung 61) folgt:

At ae At 2,3
2t O (x) + Capa(z)} (1—2?) * rh - C(z) + O po(x)} (1 —a?) > dx
—i

und daher ist fiir ein ungerades p:
! 2y—3 ot 2y—3
ﬁ?*’r‘ {Cu(@) + Chi(@)} 1—2°) * de= {{ Ou(@) 4+ Crpa(z)} (t—2%) 2 da
—1 —i

fiir ein gerades p hingegen:

afe 24—3 i i
J;P'H § Co(@) + Crpa(x)f (1 —.;‘2)-_1" dx ::f'i Co(x) + Crpa(x)} 2(1 —2?) 2 .
—1 —_

Nun ist aber:

r=[3]

: 5 I(p—1) N (At ke —0—1)
64 it (0) = * : u—21)C
) () = - H(r— Mr—1) (7 —1] Axi_-'li L(A) T(2 =+ p—2) (n—+ p—22) Ch_s)()

und daher:

51 2y—3
f @)= T do =0

wenn s ungerade ist, hingegen:



304 Leopold Gegenbauer.

o ey 297 {11(2”;——‘?’]]2
,fcm(*”)tl-ﬁ) M= (»—1) I(2v—3)

falls m gerade ist; wiihrend:

gt 2y—3
ﬁ Crn(@)(1—a®) 2 de=0

—1

ist fiir gerade o, fiir ungerade m aber durch die Gleichung:

+1 9,3 29—3 [u(
ﬁ' Ch(z)(1—2*) * de—=—

£ (»—1) 1I(2v—3)

21};3)_I2

bestimmt wird.
Es ist also sehliesslich:

Sl ] [2’ “(Qv_;_l)r

65) R R e

Man hat daher das interessante Resultat, dass das Integral auf der linken Seite dieser Gleichung von »

und p unabhingig ist. Fir v — - verwandelt sich diese Relation in die Gleichung 62).

Ist f() eine ganze Funetion von 2 von nicht hiherem als dem nten Grade, so ist nach 65):

(5 1 2
e SRR o w25
f{ I:C?i(_“c)]r i | Uu +|[1"J]f;flf')[l —-J"‘a_} 2de— m f(] )

66)

Specielle Fille dieser allgemeinen Relation sind die Formeln:

St
29—1
67) | {[C.@)] + [Cora@)]} {[Ch @] + [Chis(@)]} 1 —2®) * de—
- 2v—1
| 2u(2m —+2 o 121 —
_ 2p(2m—+2p.+1) I(m~+2p) L 2
; H(2p 1) 1(m) 1(2v—1)

(m=mn)

L0 Ak

i i I(m—+2p.—1) [2 ll( P“’ )]

68) {(Ch@)] + [Crps(@)]} Cra(@)(1—2?) T do—=—— "= -
- i 0= ) () e = Sy ), )

Die Gleichung 64) kann man auch beniitzen, um die Coéfficienten zu bestimmen, welche bei der

Cntwicklung von TE ) nach den Funetionen €7 (z) auftreten. Da l_l —~ eine gerade Function ist, so hat
l= : (I—x
man:
n=oo
1 <
= — \ A'.’.xr C:!u( r)
[1—=? ]
n=10
wo:

(2n—+v) 11(2n)
22— (2n+2v—1)L1(2v—1)

O 2
u(ﬁ.z) 1 } +

A —a®*—! Ca(x)dw
S

A 2n =—

v

ist. Beriicksichtigt man die Formel 64), so erhiilt man sofort:
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(2n-+v) n@»)u(“‘"’ D 11 +v— 11— 1) [n_- ]

Aﬂn = (2.;!’_'_29_1 11(21}-——1}

V= N(2n+2v—1) () 11

und hat daher die Entwicklung:

2v—1 2n—1
— n=od 9 L) 9 i O j——
‘ Eilesng=1 II( ) ) o (2n +v) 1I(2 n)ll( 5 )“{_M—I—J 1)
{)9) e = “ 2 1 l / 22 1__-‘ (-'r‘.du{“r}
= v— FLase 2n Y—

i V= ( n=o (2n—+2v—1) Il(n) II(%)

welehe fiir v = é in die von Herrn G. Bauer abgeleitete Relation:
1 T “\:w B 2n—1 .
= 4 e o
7“) lf"rl_-_:_‘! 2 4 i ( 2 46 S ) '"[\L]
tibergeht. e
Setzt man z — 0, so erhiilt man die bemerkenswerte Formel:
2=l s

1 2 n{‘ | (7’;.*4—14][1[: ’n)] Hus—-r—-;—l} £
7] | = — Wl—- (—] B — — '-).J = - — - 1\

g e lieatto, it )[um]* );.“(—“ )
aus welcher fiir v — 1— die interessante Gleichung Bauer’s:

] 2 Sl g 1.3 LiAb raia

72) “ =1-5(5) + (94) —13(5 ) e
folgt. 2,—1

Setzt man in der Gleichung 1) = — », multiplicirt sodann mit (1 —2*) * de und integrirt in Bezug auf x

von & — —1 bis # = —+ 1, so erhilt man, wenn man die Relationen:
M (2u—1\71?

+1 A o (22— l
f_ Bt S, LL() H(— 1) (°—2r +2v—1) { 2. /|

Hl—i?) * Ol () il a2HY’
J/iu g 25+ () IL(k +v—r) I(k—21 (2v—1)

v -1
2y—1
'f.s:*(l—.r"&)“"’. (Jr;-__a,-__]['_d':)d«l: —{}
—1

i B\

o=

_ ) e
73) OrE i1 } Nroll(p- s 1)

beriicksichtigt:

&fu 2" (n—+v)

\ 13 e i :
weleche Formel fiir v — 3 in die bekannte Relation:

74) e 31_1.2.3.2.._;;
i=01:3:5..:.(2n—+1)
libergeht.
Man findet ferner leicht, dass:
1-2
~ '“-':‘ 2 u("—l)
75) (i) ”4 L}rf.' ~ Hy—1) (g +-»—1) (2 +2 2v—1)
£ ‘1._”) 3 ’ff'l](u r—,]llw|llw~11 [[(2v—1

S p—+n—+1 1e)
K I\ iy =l )

Denkschriflen der mathem.-naturw. Gl. XLVIIL Bd. Abhandlungen von Nichtmitgliedern. 00
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ist. Von den speciellen Fiillen dieser Formel miigen die folgenden besonders hervorgehoben werden:

gt : ! TE 2v—1y\712
ATl 2y—1 = / e T o e 48 e v 4
i ] Aoy T oate =D M n—DE+n D(—p—s) [21(Z)
T ST o 2
Vs A== Qutt u:u—hll(;a)llf i .; U) (”+2v2 it o
ek =" — e E
] i i (7 o ilem
) { (=2 * Ciyde _ .., MC= D Bty “( ) "( 2 )
: = T L, SR L~ 9 Tt T
o 142 on-ti “( n-—i—.:;' )llﬁa—r—‘f.;; ..) [(2v—T1)
i i\ ot ST
78) I,,[\.ﬂ.l - ,.V?

Vi—z 2n-+1

welche letztere Formel man Herrn Catalan verdankt,
Aus der Gleichung 77) leitet man ferner ab:

v—I\ #
B - ot ==}
79) {lon' (1 -=2) O () (1 —x2) ¥ dp—>—t ’ =0
! 15 : n(n—+2v) L 11(2 2y_—1) ( )
aus weleher Formel sieh mit Hilfe der bekannten Relation:
R0) n O (x)—2(n+v—1x C,_(x) +(n+2v—2) C_o(x)=0
die Gleichung:
5] L2 ‘

et i, o 2L
% o H‘T ‘_I ]M '\ :,;}
S1) z 1o (1 - 2)CL(x)(1—z*) 2 de = — - (n=1)

w—] 2= 1) ll_{'_’_)—_]]

wf
creibt,
Specielle Fille dieser Gleichung sind die bekannten Formeln:

o
. 2
82) Ilng{] =) B (xhde — (—1)"=1 —
? iR n(n—+1)
[ |
1
9
83) xlog (1 +2z) P, Ep————————
I 2 (n—1)(n—4-2)
Aus der Gleichung 79) folgt auch die Formel:
n=0o
4 | v—1\ O (2n)(2n +v—+1) . :
84) log = g Ee : ek
1—z 2 R T I/...u+-z—0—1
A= O | = Jllm +v)

Herr F. Neumann hat in seinen ,Beitrigen zur Theorie der Kugelfunctionen“ (pag. 70 ff)) eine Reihe
von 1m-.rkwi|uh;_-un Beziehungen zwischen den Kugelfunetionen erster und zweiter Art aufgestellt. Dieselben
sind specielle Fille von Relationen, welche zwischen den Funetionen () und D) (z) bestehen. Ich werde nun
zwei Classen von Bezichungen zwischen den eben erwiihnten Funetionen ableiten, welehe aus zwei verschie-
denen Quellen entspringen. Die eine Classe von Relationen verdankt ihre Entstehung dem Umstande, dass

die Funetionen C(x) und D)4, () sich von den Niihernangsnennern und Restfunetionen der reguliiren Ketten-

bruchentwicklung der Function z—' F(1, 5 v -1, 07%) nur um constante Factoren unterseheiden, die andere
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Reilie folgt aus der Eigenschaft der Funetionen (' (x) und D) (x), dass dieselben particuliire Integrale derselben
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung sind. Fiir v — 5 d. i. fiir die Kugelfunctionen, verschmelzen

diese beiden Sorten von Relationen in eine, da die Nidherungsnenner und Restfunctionen der Kettenbruch-
=&

entwicklung von log 1 particuliire Integrale derselben linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung sind.

—r

Bezeichnet man die Niiherungsnenner und Restfunctionen der Kettenbruchentwicklung:

7 F(1, v+ 1,07 = 1

2(v+1)
A

|
2v—+1)(v=+2)

o (n—2) (n~+ 2v—3)
4(n+v—38)(n+v—2)

— (n—=D(n+2v—2)

d(n+v—2)(n—+v—1)

T—.
mit ¢, () und £, (), so ist:

{n—+v—1)

Gy PTRUTEL
% Ma)ie—1) "

Hin—1)I{—y) .
Da'a-.- syl = > ‘f,, ).

= g+ y—1)
Nach einem bekannten Satze aus den Elementen der Theorie der Kettenbriiche ist:

:_J':;‘.J‘! ,‘f,, i_ﬂ.f']

Min—1) I(n+2v=2) 1 H(v) &
| — —_— - ol i s
v Q2n—3 n &, B -
| Yus(@), $(u(@) | 200 =3 +vy—1) I(2v) 'LI(n+v—2)

und daher:

n O (x) s On (%) [(—v)
85) ] o AT = Sn—I Iy — T

[ (n==2v—1) Dy o, 1(2), Dyiai_a(x) el

Verbindet man diese Relation mit der Gleichung 80) und der ihr entsprechenden Formel :
EL, : ek . Lo fom - 1 o
56 (n—1) D} o, s(2) —2(n +-v—1)x D, 7s,_a(x) +~(n+2v—1) D, 74, () =0
so erhilt man sofort:
- n Ch(x) , M +2v—2)C, (@) | (na-v—1)TI(—v)
— e i
(n—+ 2v—1 1!!,',_,;,__.,;.:‘ ), (n—1)DiTs,s() ‘ b= SllE=dll)
Aus den zwei Relationen 85) und 87) ergeben sich die folgenden:
. = [[(n) I(2y—1) II{ —v) i . 1
SH} ,AUI ‘»__ ‘I-']——,——- —= e Cfii"l.["_i I‘[] = ‘J—I—l .L‘_e —
mt A1) 2= 2y— 1P Sl 2 )
; h=n—I1 - :
[(—v) l(n) C,(x) A% [(n—+2v—21—2)
22— H(y—1) M(n+2v—1) = f[y(n—2) Ot () Catsii(ae)

=1

00 F
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vt e WL o L i L P 1

VL ) —

PR ll{\u—t—"v-—-l)ll(u—i—l) 2 2’
L= %—.1
i (—v)1i(n)a C () O (e-v—20—1) [(n + 2v—22—3)
Q21—=2 ll{v—lj l’l(n —+= 2\!—-1} l.ii—“ ll(u-—:él) (/’::..3;._(.3;) CL_E)._?(“:)
(n gerade)
. { I H) [l(?v—l ) {(—v) e _3_ e
ORI G 25 H [(n 4 2v—1) (v -+ 1) Colz 9 e
e
e I(—v) l(n) 2 C;(x) ) (r-y—20—1)ll(n+ 2v—20—3)
2N0—Dlep+2—1) & 1(G—22) Cr—n() Chn()

(72 ungerade).
Die Functionen € (z) und D) (x) sind particuliive Integrale der linearen Differentialgleichung zweiter
Ordnung:
91) (1—a?)y" —(2v + Day’ +n(n—+2v)y = 0.
Man hat daher:
[\] ____‘I,E) ” C;(.;‘}r' 1).:,(.{.‘\] _ ]I).:{{;.’.t_'--]]” ;':‘{J‘}; — [2'.1 —}- 1).1“ ;] U.;,fJ."}_]’D;{‘{_'} — ID;{‘}I* U:![-U)E —0

und darauns:

(H

[Co@)] Di(@) — [Da@)] Ca(®) = ——5
(x>—1) *

Bestimmt man den Coéfficienten von =+ auf beiden Seiten dieser Gleichung, so erhiilt man:

e [(n—+2v—1)
il 1(n)
und hat deshalb die Relation:
; 1 ., i M(n—+ 2v—1)
22) [Ch@)] Du(x) — [D(2)] Caulx) = — i ST

I(n)(x*—1) *
oder auch unter Beriicksichtigung der Relation 33) und der ihr 1:11h-ipl‘uc]|(3mlcn Gleichung:

H{v— pel g
D)
‘)r”k‘)-—l-,'——li Al

93) [(Dh(@)]") = (—=1)" 5+

die Formel:

J“{H = J—-|]
NITEE]

(n)(x*—1) *

04) 4v2 ¢ (z) D) + L ,'(.f'J

Setzt man:
C(x); Caci()
D;(z), Dp—i(z)

— 4,

so findet man leicht unter Beniitzung der Gleichungen 80) und 26):

n—+2v—2
g S

n
s0 dass man hat;
(54 2v—2)
MEM2y—=1)
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Nun ist aber:
Ci(x), Co(x)
7 } Di(a), Dix)

5 I(2v—1) [F ; 2v—i—1

:B-'.l—l

, vt 1, 2% — —

TRl i

2 1l
"_)_,H_Q,x—'-')]

G
...

oder nach einer bekannten Formel aus der Theorie der hypergeometrischen Reihen:

TI(Dpe i g o SN s
AI___UGET-—T f‘( f"ﬁ',d’?—')
(@v—1)
TS e et T
(z*—1)

Es ist also:

Cu(), Cr( : —
05) | (@), Cr: ) Il(u—i—?v 2)hS
D,(x), D,,_.[(.r_} )@ —1) T
Verbindet man diese Relation mit der Formel 92), so erhiilt man:
96) [Ca)]', Chi() £ H[H-—!—‘)J—)] 1 y Ca—i1()
: [D.()], D,J_;{.ﬂ_ ALy lioy. 1, (1—aA)[Ch@)] |

C(x)Il(n) l.‘52_1 i
Beriicksichtigt man, dass:
(1—a®)[Ca(@)] = (n+2v—1) C,—s(z) —naC(x)

ist, so kann man diese Gleichung auch in folgender Form schreiben:

qT) [U;('v}]’? C’:"‘[{E] ll{H_i_" 2\"‘"2‘} r
' Dy@)l, Dy B
1 ('*’\}] H 1(."’) 1[”__]*_](‘[’.2___1) 2
Man findet ferner leicht die Relation:
98) [C.(@)], Cr—(x) 20n—+v—1)1l(n—+2v—3)x
: D.(@)], D—s(=) a - A
(D)l R [(n—1)(x®—1) *
Aus den Relationen 95) und 9%) folgen die Gleichungen :
: 5 [y o Z2u4-1 : C(z) 3 ‘” Iiw = .a—r—)}
99) D,,{\J‘}-——- ' ..;f 5 Cul@) F(, J.) —v+1, 274 = — = \ T
vt = "—,; AR ll“f—fn] ‘/ A=\ ]( Sl ()
(zF=—hE ==t
3 I(2v—1) : 2y 1
100) D.(x)— L Cau(x) I (v, T v+ 1, 272 =
A== —1
22, (x) N e = }II[u 4 ’v-—/lz— 3)
= — Y Y, — R T SR —— —
' Gy IR N
{.({:2__1)_-:' 1‘:‘:1 “EU J'\]{ n—=2 .a{ r " - _—alx)
[n gerade|
3 “[21&'—"! 7 21,1_|_]
) ey B, : it —2Y
101) Dj(x) L+ Do Ca(z) F(v+1, e
= 4 :I —1
250 (x) X (e y— 23— }Ilq n-+2v “’A 3)
A el — [(n—224) (.',;_‘e;_[_-t ) (/u---a —':[J-_J

{I?z——ll 2 k==l
[n ungerade].
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Es seien o(r) und (x) zwei Funetionen von x, welehe sich nach den Funetionen '(x) entwickeln Jassen,
so dass:

102) o(x) = Z“‘ 2Ci(w)
s

ist. Alsdann ist:

| So(xn ? 59(‘!'2') ) ?(-’ﬂ-}-ﬂ c;(x.l) ) U-;\‘:xg.) 5 N naty C:(w!!—I‘!)
Cile) , Cilay) 5 «-vy Col@ayr) e | Ci@®) 5 Colmy) 5 - Co@u11)
W \ w k] \! 1 1Y Y
A= |Cix,) , Cil@y) , ---y C (2 41) :l“h ()., C (Z) 5 e Ci(®nt1)
4 h=n o
Bl B ) Coa@)y Cri(@y)y - s Chslmis)

p=n+1,A=o0

= Z.AH“ 2Ci(,)

p=1k=n
wo die Unterdeterminanten erster Ordnung A, ganze Funetionen von ry, &y, « ..., Luty Tujty Lugsy «« oy &
sind, welche in Bezug auf jede der genannten Grissen von nicht héherem als dem Grade »—1 sind.

Es ist ferner:

il ) e g S ) aE) s Cizy) 5 e Od(Eap)
Cilee s il it Gl ) R Ol ) Culm) e e o Gl
i y - Y7 2 £
A= CilE ), Cllm) o oy Gl _\ b | Ciy) 5 Ci(m) 5 ---o5 Cil@apd) b
k=mn o5 '
(JT:—-i!\-?'l\p U,Jr lfﬂ-'a)} srsny (.-':;—|[:-'t-'"+ﬂ (-/':-—lf\‘”[.',} 'U.?’!—l('sz.}} L) Urf—lt"v?"f"-]
p=n+1 k=oo
\' ;
—_— ‘/_.APE)_;_C}_{:L:F)
p=1k=n
und daher:
p=n41,k=co Py =n-41; k=00
| k) - 5
A ..\I = \ (; :’1-,_ A;‘f (1';_[.1"!]. 1|2 -t \ N,.f;,.l .-f!._.'l:.l f',’_u-,, ) ( ',rl.t‘ljl}
= r:‘: T v, =13 Ky '?.1 = 1t

wo die Marke an dem Summenzeichen andeutet, dass ein Glied, in welchem 2 — 2, und gleichzeitig p. — [ dst,
in der zweiten Summe nicht vorkommt.
Da keine der Grissen A, in Bezug auf irgend eine der Grissen « den Grad »—1 iibersteigt, so ist nach

einem bekannten Satze aus der Theorie der Funetionen O, (x):

a1 A1 ol ppy=n-4154, =00

- 2v—I1 2y—1 2u—1
{ e ‘,\ ff',_E'),ll z’ll1 "1!*. l'_','_i.r:ﬂ (_.-r-,'_i__,f'!.l ) 1—.:"':|| 2 l—.r‘:'} (= e nl",r‘lrf'.ir_'.e e e ‘ =0
i . :

Il — S =1 =N
und daher:

L i
e 2y—1 2y—1 29—1

¥aiis Allll—ut'rle.! 0 "!—.I":! T-‘..ll—,ﬂﬁ |,|! = H‘J'Irﬁ.(fz. ..rf.r"“ —_

L e e 5 2 L =oo
(2= } V(A 2v—1
o ‘n\ - ) g ST 2

—  (A=v)1l2)

LI 2v—1) h=n
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it e a 2y—1 29— 2y—1
:f j : :f:if,.}.f(l—xf)T(l—x%}T oo (1—ad) ® dada,. . .da,
B o gy

ist.
Entwickelt man die Determinante A4,  nach den Elementen der letzten Horizontalreihe, so hat man:
p=n
Appy = 2 B, Cri(,)

=1

wo die Grisse B, eine ganze Function von @,, z,, - .., Zu 1, @y 41, Ly 42, - - ., x, ist, welche in Bezug auf jede

der genannten (uossen den Grad »n—2 nicht uhelstc}gt
Man hat daher:

=n Lp=n
3 ] ) 5|
Aioi= ) BCm)F + ) BB, Coi(@)Ciilzs)
p=1 Ap=1

und demnach:

it 2y—1 29—
l f A,,+ (B () 7T v

wo:

Qy—1\12
2. II('JL \I
22U —=2y—2) AT

e e
(n—+v—1)Il(n—1) LI(2v—1)-

g ot 2,1 5y—1 2,—1
D= coo | BE(1—2f) * (1—a}) * ...(0—2%—) ? dzdax,. . -de,—

ist,
Dureh wiederholte Anwendung des ehen anseinandergesetzten Verfahrens erhiilt man sehliesslich fiir die

__,‘“(99 1y
s (%) & l el
T 2 (no-v—1) (2v—1) 4 ﬂ S

Man hat daher die Relation:

Constante (' den foleenden Aunsdruck:
o]

2n

el@) o) 5 cveoy P @atd) [ =) , ¥=) 3 ey PZatr)
A ey by UII:[J'I\} 3 (-r.r:l’(}'z] g s aey (.-r..:i'.-"',,..}_|..ﬁ (/‘;;l.!'l ) (/nl Ty o S (,r:,l.i"”_i__,_,]
104) j ’ A ’ Culzy). 5 il Y0 O s v G ShC () e e Cilwary). ||
o
.rI:! __|[.!'I P, f_nr,:__ﬂ.i'z YR et .3 (.".,:_|l_..'{.'”_+ 1.1 f_r J_|f J f.-';:_ |[.I"2 ], .y (_;‘:,__H.I"H 1 |}
29—1 2y—1 2y—1
( 1——..{‘-?i = ]—~.r'§ I e (= +1) E rh' d: o v - .dz, S

i ll,r_;_l\—'nri
| 2 11 |

1§73 .'—]i”{x—]} ' \FR2 Ay A+ 2v—1) \{Illllu.—.-'—i.)v—ll p
e oo - = =i, 0
20+ 1 [[(n—+v—1) [ ll\'_.)‘J-—l} rl LI(A) Ly (p—+u)Il(p)
p=n

wo die Grissen a,, b, durch die Gleichungen 102) und 103) definirt sind.
Man sicht sofort, dass sich mit Hilfe des eben angewendeten Verfahrens leicht eine allgemeinere Formel
ableiten lisst, in der die Gleichung 104) als specieller Fall enthalten ist und welche sich anf die Niherungs-

nenner der reguliren Kettenbruchentwicklung des Integrals:
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s
f(2)d=

T—=2
a

bezieht.
Ist speciell ¢(x) eine ganze Function nten Grades, also:

L=mn
g(x) ———Z ¢ .z
k=10
s0 hat man:
'.""(_3':) 3 ?(;'fa) g Lo enty ‘P("/‘H'I'I) "1"'{..3"1} ] .‘L!’(,‘xg) 3 sl ity ‘;'(xu+!)
At Al Al Co(@y) 5, Co(@)) , ---:; Co(@nir) Co(x,) , Cilxy) 4 «.ooy Col@atr)

]U:'))-f f Cilm s Gl e LS MO (et O TS G (@) e e, PG R
Ry

Cr(z 5 C;—i(’-l'ﬂ, < ey O () | [ =il ),y (G ) e C;_,(.r,,+1)

2y—1 2y—14 2y—1
(l—ah) 2 (1—ad) ® .. (l—2hen) P dadiny. o A0kt —

A e e TR CO R

R e R R W N R

— f-',:f J = ‘-f III;(._"”:) ? ’;(."U!\) i S T C‘]‘L“":r-{?l) - (/TE(*I} b r;l“‘('zj L L ] C-[(m?f‘f“])

—1 /e -1
{"r:'—l{-l'.l ]_g (":l'—'i(_'rg }) SEE Sy (."r.\r)i'ui(_"{'.u-fl.} C‘r‘{—l{\@cl )} Lr;i,—l(y(:g): R EE T C:a—l(-*%—f—l)

2y—1 2y—1 2ym=i

¥

; (l—xf)“z—{\l—;x:g)T. c(1—ad 4 l}—"d.t:lr?.ﬁg WS o

2y—1\7%»t+2
1) NG—1) ]2 {2'"("2 )] Hlm+2u__1)

— —— - bacye
221 (n4-v) (n+v—1)] L 1(2v—1) 11(2) i
Von den speciellen Fillen der Gleichung 105) migen die folgenden erwiihnt werden:
y , @2 b kit AT i L ERN R
1ot gt Col@y) 5 Col@y) 5 ooy Co(@apa) Cile,) 5 i) 0 =y (Col@g]
]lllj)f [ : f l‘,"{l.rl R CA(Z) penibs, Gl SN (e e (6 (o e Ci(@uy1)
= ey =it
G:, _N_J'l }, Ul:, _|{.i'2 R Doy (/':_ﬂ.i',, i_l.} C;:_.:L\J'l‘}, O:‘ _|{_.I32\, ey C;:_|{:.I!,,.+_|)

v—A

o [leatyT (1) A (A—mE ) P de o, =

2,1 2y—1

:‘»‘flh TIJ

2n 42
(e~ 1) I+ 25) [II(v—1)* I 2 1 A+ 2v—1)
" Dt 28 l(s) H(n—+v s (7~ v—1 }J llkzv——] ) I’I Li(A)

L1}
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8”". 5 i P ™ n+1 ! .T,; 3 SC; AT SRSy SL‘: +1
JUL A C:’@:l) » Col@y) ; ..oy Jo(@n1) Co(z,) , .T:'{.xa) e G ()
lOT)f fj GRS, e o G ) SPGB S0 oHENn
Sy sy
u—t(xi)} n—I(’I ssmay C:‘!—I(J;N-i—i} C::—I(Jﬂ]); C:l—i(xg)} wiataiialy C:l—-l(xn-}-l)
Ell il A=t
(2 (=2 PR (Lt ) 2 rdr dey e .l —
2y— 172
(7 —+1)[li(v—1)]? H“( v‘) ) A+ 2v—
= = { L /4 o 1 [—I JI&—-‘JJM-{—'J(Q)
2= [[I(n+v—1)]* Mm2v—1) TI(%)
xy 3 /L3 5 e e F(e, B, vyc2,), ety By )y « « - -1 F2,) B, 7y cni1)
C:.[_'.rl‘l Sy It O (ar ) U'{.f_.f'l'} s Cola,) R e ey

il
108){ f el ClENES S Gz, ey , Ci(=,) S G (i)

u-—-l(xl)} n—1 J"2 s e ey (/'::—I[-Eai—l—l) C:a-—!(i:l) ] C:i—i(lvz) R R C:—i(_xu—{n—i)

2y—1 2y—1 2y—1
=2t A2 P A= ) N do, - - —
"(2",__1) 2n42
(n—+D0(a+n—1) ([ +2—1)lI(y—D)[H—=1)]* [“ 2 II(A +2v—1) c,
2“"+’ll(a—1 W(E—1)1(y +~n—1)U(n—+v)[(n+~v—1) L 1(2v—1) H 11(%)

1,(a—+—ﬂ a+n+1 B+n B+n—+1
1

e e P e o
9 P ] 9 9 —___-}C)'

, m—+v—+1, 5 ) 5

Aus der Differentialgleichung 91) ergibt sich, dass die Funection:

2=C,(kcos z+pcosy)
Wo:
74 [~ 4
e : 2 — gin?
A=cos* o, p.=>sIn" -

&

ist, der particiicn Differentialgleichung :

1 9% 1 9% 2v—1 1 8z 1 z} 9z : .

C i ST = o o e L 01 o — 1l € e
109) St T iy et cotang :% T | ~+ 2v cotang @y~ n(n—+2v) 0
geniigt.

Setzt man nun:
2y—1 2y—1
Sj MW,V oy Ex e e | T -,
p= _‘AF‘ s Cp " (cosz)C,  (cosy)
[

- : 1 . . . . E -
und beachtet, dass die Function €z ~ (cos ¢) der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung:

(o |
cotang @ . o -—i—r(r-f-—--_l—)u =0

geniigt, so erhiilt man zur Bestimmung der nur von « abhiingigen Grisse:

00— ANL

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XLVIIL Bd. Abhandlungen von Nichtmitgliedern . PP
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die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung:

2v—1 2y—1
p(p—i— 1 ) o(a—+— I )

w'" -+ 2vw’ cotang o —+ % n(n—+ 2v) — 5 — % } w—0

oder, wenn man:
=2’
setzt:
2 .
A f(v+p—+a)eos a+a—plv'+(n—p—a)(n+p+o+ 2v)r =0

welche Gleichung, falls p als unabhiingige Variable eingefiihrt wird, in die folgende iibergeht:
1 :
p(l—p)p'"— :J +20+ 5 —(2v+2p+20+ 1) V' —+(n—p—06) (n+ p+0a—+ 2v)p=0.
Aus dieser Gleichung folgt sofort:

. ] 1 zd
D—Cpo l\pta—n,ptatnt2y, Za—:—a—r——z—, sin 5

go dass man also hat:

2v—1 2y—1
N A S v 3 1 T i
110) C;(X cos z—+ p. €08 ¥) :l Cora N (.r, +a—m p+o+n+2y, Zotv+ o ‘u,) C, " (cosx)C, ~ (cosy)
P G
wo die Grissen ¢’ von ac, x und y unabhiingig sind. ! L
2h =
Um die Constanten ¢;’; zu bestimmen, multiplicire ich die Gleichung 110) mit sin ~? zsin * ydedy und

integrire beziiglich z und y von O bis z. Dadurch ergibt sich die Relation:

(2»;—3}| :
(2?4—0)
2,1 29—1

(f(),,(k COS &~ 1. COS ¥f) C' (cos x) Cu (cosy)sin * wsin * ydudy.
v D

5 A 1
111) cs ¥’ F(p+o0—n, p+0—+n—+2v, 260+v—+—, 1.
P - | t.)!;

= (4p—|—‘)v—1}(4r'-—+—9v-—l)ll{o!l[(a\[
Il

oo li(lo+~)v2 3) ll( 2v2 _)

L3 2v—1 —1

Beriicksichtigt man die von mir mitgetheilte Formel:

2 ™
; . A 2r (7 —+ p—1) [I{(r+2p.—1) . o
ﬁ-’«(cos x) C} (cos x) sin®** xde — ( — 9" (cos ) sin* + + gdx
LU} (1]

() (. — 1) I1( 27 4 2pp—1)
80 kann man diese Gleichung auch in folgender Gestalt schreiben:
c ", v 1 9- c 1
142) e iR (p+u~—nJ p+G—+n—+2v, 26 v+ 5 p.) =

2%t 22 +3[(y 4 p+0—1) Il(p =i 21;_-4— 1) 11{0 + —4 1) [H(zv;—.ﬂ)]
NG—1)1(26 + 3“;—1) (2 + 3‘1}1) [11(215_33)]5

2y—1 2y—1
| . 2§+ . 20ep —
jf Co1P73 (Aeos z—+p cos y) sin B sin * ydady.
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Aus dieser Formel ersicht man zuniichst, dass ¢;’; nur dann einen von Null verschiedenen Wert haben
kann, wenn p und o so beschaffen sind, dass n—p—o positiv und gerade ist.
Setzt man in der Gleichung 112):

p=>0
so verwandelt sich dieselbe in:

2o -+20-20431(y - p+o—1) T(p -+ . )"(5 ) [“(%%3)]%

i 4 2
Il(v—-llll(‘)a—k% I)H(‘ b+ - 21)[“(2”, )]

211 ™~ phet
g 2:+2'J:1 P+~2f
- | sin ¢ ydy ,,_r,_, ; (cos ) sin wdr
(1] (1]

e i ) (g2 Dl 2’21{11(2”—3)*

113) &=

4 2

ll(v—l)ll(?p—t—-?v—z_-—l) [11(25 2”;1)]2 11(-2l;7§) .

A

2—1
) : oo Ak ——r
.fc;if,fgi‘cosx) sin * pdx
{1}

welche Gleichung, wenn man das Integral auf der rechten Seite nach einer bekannten Formel aus der Theorie

der Functionen C,(z) berechnet, nach einigen Reductionen in die folgende fibergeht:

(4p +7v—111I1;a—J—|—1—+—-z—11ll|u—r p+o—+2v—1)

115)¢, ;7 m————
i =3 (n+p+o+2v—1\ m—p+ac 2v—1\ _/m+p—¢c 2v—1\
In-4-3 [ J e [} B i 2. =
2ot 1126 -+ = 5 )| : “n( e (M 2 (P - 2 )
Oy 2v—3\1*
|11( (= )]
I(2v—1) §
Man hat also schliesslich die Entwicklung:
DO as e
it 1)t
116) C, (Acosz—+p cosy)— L - 0 &
% A=y 2"+*11l52v—1_1 i
\! H(n—p+o+2v—1)ll(n+p+a+2v—1)
ey 29—3\ _/n—-z M+ p+6+2v—1 ) (n—p+o ..z—-l‘ m—+p—a 2v—1
g 2 —_ = IR L = S
e (264 . == . Jn(*—Ee 2 (P 2 )
1 2y—1 2y—1
- (dp+2v—1) A pe ff’(;g—i—ﬁ-—f.%,p-t-ﬁ-i—'u—i—- 2, 26+v—+ 5, 1) Oy ' (cosa)C, * (cosy)
WO
}.—'—P‘,:I

ist und die Summation iiber alle ganzzahligen positiven Wertsysteme p, s auszudehnen ist, fir welche n—p—o
eine gerade, nicht negative Zahl ist.
Setzt man in der Gleichung 116):

pp *
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und beachtet, dass:

o 2
[”1— C,'(cos x]] =——boRTYy

i =

ist, so erhilt man:

A

aa (7 —+ p+ o) l(n—p—+ o)
Jabif A n—+p—+a\ n—p—a) ﬂ——p—f-o') nt+p—a
SEan(*HE S (=) n(* 0 n(* )

. F(g+o0—n, p+o+n—+1, 26+ 1, p) cos px cos oy

117)  Po(h €08 @+ p 08 ) = oo

wo & den Werth 1 hat, wenn p und ¢ gleich Null sind, den Werth 2, wenn nur eine dieser Grossen den Werth O
hat und in allen anderen Fiillen gleich 4 ist. Die Formel 117) hat Herr F. Tisserand in den Schriften der
Pariser Akademie mitgetheilt. (,Note sur une formule de Hansen.“ C. R. Tome XCVII, No. 16, 15 octobre

1883.)

—_————t—



ImEE BHL

Biodiversity Heritage Library

Gegenbauer, Leopold. 1884. "Zur Theorie der Functionen Cn (x)."
Denkschriften der Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften /
Mathematisch-Naturwissenschaftliche Classe 48, 293-316.

View This Item Online: https://www.biodiversitylibrary.org/item/31429
Permalink: https://www.biodiversitylibrary.ora/partpdf/192758

Holding Institution
Harvard University, Museum of Comparative Zoology, Ernst Mayr Library

Sponsored by
Harvard University, Museum of Comparative Zoology, Ernst Mayr Library

Copyright & Reuse
Copyright Status: NOT_IN_COPYRIGHT

This document was created from content at the Biodiversity Heritage Library, the world's
largest open access digital library for biodiversity literature and archives. Visit BHL at
https://www.biodiversitylibrary.org.

This file was generated 16 April 2022 at 15:05 UTC


https://www.biodiversitylibrary.org/item/31429
https://www.biodiversitylibrary.org/partpdf/192758
https://www.biodiversitylibrary.org

