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Vorerinnerung.

Ncwtnn stellt mit Hilfe der von ihm gegriindeten Niherungsmethode die in Rechnung stehende Wurzel
einer numerischen Gleichung f(«)=0 in folgender decadisch fallend geordneten Reihe dar:

Ty @y x, Ty
z=x,— QQy—Qy— Qo— Yp—----- 5
in welcher 2, als Initialwerth Eine oder einige Anfangsstellen der Wurzel repriisentirt, und die mit ¢ ange-
deunteten Folgeglieder vor Allem den Relationen

P |
o — T 8

. :
0= @) LD — f(z) £,

zu geniigen, und in der Weise zur Verwendung zu kommen haben, dass man von einem jeden einzelnen @
blos je Eine oder nur einige wenige Anfangsstellen bentitzt — nach Massgabe des Umstandes, wie viele von
denselben als die richtigen decadischen Folgeglieder der Wurzel selbst erkannt werden. Im Verlaufe dieser
Abhandlung werden wir diese mit ¢ bezeichneten Folgeglieder mit der Benennung Orientirungsquo-
tienten kennzeichnen.

a) In dem Falle, wo von «, aus, fiir numerisch zunehmende z-Werthe, der Ausdruck £, (x) eine nume-
rische Abnahme beurkundet, leistet die Newton’sche Methode bei der Berechnung der Wurzeln entschie-
dene Dienste. Die entgegengesetzt genommenen Orientirungsquotienten bilden eine dekadisch abnehmende
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Reihe von Aggregaten, welche mit z, gleichbezeichnet erscheinen, und zu @, hinzugezihlt, die in Rechnung
stehende Wurzel desto besser darstellen, in je grisserer Anzahl dieselben zur Verwendung gelangen. In
numerischer Beziehung bilden die Niherungswerthe «,, x,, ,,...,, x,4, eine steigende Reihe, und nihern
sich der Wurzel desto mehr, je grisser ihr Zeiger ist.

b) In dem Falle aber, wo von «, aus, fiir numerisch wachsende x-Werthe, die derivirte f, (=) eine
numerische Zunahme beurkundet, bieten die Newton’schen Orientirungsquotienten bei der Bestimmung der
numerisch steigenden Niherungswerthe @,, ,, @,,... in dem Masse numerisch zu grosse Aggregate, je
rascher die Zunahme von f,(x) vor sich geht. Bei einer erheblich raschen Zunahme von f (x) geht die
Bestimmung der Wurzelaggregate in ein formliches Tappen iiber, und man kinnte leicht geneigt sein, der
Newton'schen Methode ihren gehiirigen Werth abzusprechen. Gibt man jedoch das Bestreben auf, den
Niiherungswerthen z, , x,, a,. . . die Eigenschaft aufzuzwingen, dass selbe durch numerische Zunahme an
den wahren Wurzelwerth immer niiher und niiher riicken; — wenn man vielmehr zufolge der diesfiillig dem

X
- 0 - e . .
Orientirungsquotus inhaftenden Beschaffenheit das Aggregat @, zu gross annimmt, so erhiilt man in numeri-

scher Beziehung «, > @, und wird in weiterer Folge genithigt sein, die Rechnung in der Art fortzusetzen,
dass die Niiherungswerthe z,, x,, a,, . . . durch fortgesetzte numerische Abnahme an den wahren Wurzel-
werth immer niiher und niiher treten. Bei der Fortsetzung der diesfiilligen Operation wird der ﬁmsdruckfl (r)
eine Abnahme beurknnden, und die weiteren Orientirungsquotienten gelangen demgemiiss bei der Bestim-
mung der nun entgegengesetzten Aggregate zur entschiedenen Geltung.

¢) In den Fiillen, wo mehrere Anfangsstellen nicht einer einzelnen, sondern mehreren, etwa » Wurzeln,

€X
der Gleichung f(x)= 0 gemeinschaftlich angehoren, bildet der Orientirungsquotus ¢, durchaus keinen An-

haltspunkt, und erscheint zur Bestimmung der decadischen Wurzelaggregate villig unfiihig. Dies sind Er-
scheinungen, welche die Newton’sche Methode in volligen Misscredit brachten, ja fiir eine villige Verwerf-
lichkeit derselben sprachen.

Wenn man aber bedenkt, dass in diesen Fiillen in Bezug auf die gemeinschaftlichen Anfangsstellen die
betreffenden » Wurzeln der Gleichung f(x)=0 als einander gleich angesehen werden Kénnen; wenn man
weiter erwiigt, dass eben diese Erscheinung in Bezug auf die derivirten Gleichungen :

f@)=0, fo(2)=0, ... fia(x)=0, f1(x)=0

sich derart manifestirt, dass die gemeinschaftlichen Anfangsstellen in der ersten bei (»—1) Wurzeln, in der
aweiten bei (»—2), in der dritten bei (»—3) .. in der vorletzten bei zwei, und in der letzten bei einer ein-
zigen Wurzel sich kundgeben ; wenn man ferner auch des Umstandes gedenkt, dass diese Erscheinung in
Beziehung auf die Werthe der Polynome £, (), f,(x), f3(). . fio(x), fii(x) eine gesetzmiissige Depres-
sion in den Anfangsstellen in der Weise bewirkt, dass diese Werthe um desto rascher gegen die Nulle zu
convergiren, einem je kleineren Derivationszeiger sie angehoren, — so wird man bald gewahr, dass zur Er-
mittlung der erwiihnten mehren Wurzeln gemeinschaftlich angehirigen Aggregate, die Newton’sche Methode
erst bei der Gleichung f,_s(«) =0 in ihre vollen Rechte tritt, weil die erwiihnten Anfangsstellen in dieser
Gleichung nur einer einzigen Wurzel angehéren.

-
In diesem Falle wird man nicht den Ausdruck cj'u, gsondern vielmehr den Ausdruek:

O = fri(®) i)

als den N ewton'schen Orientirungsquotus ausersehen, und denselben zur Ermittlung der successiven Wurzel-
aggregate so lange verwenden, in so lange die oberwillnte gesetzmiissige Depression der Anfangsstellen in
‘Bezug auf die Functionswerthe f(z), £, (), fo(x),. .. fr—i(x) sich bethiitigt. Von der Stelle angefangen,
welche die erwiihnte gesetzmissige Depression nicht bewirkt, erhalten die » Wurzeln einzeln oder gruppen-
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e
weise verschiedenartige Folgeglieder, werden somit mittelst passender Orientirungsquotienten ¢,_, von ein-

ander getrennt und der weiteren Rechnung unterworfen.

In allen sub a) ) ¢) angefiihrten Fillen bietet die Newton’sche Methode geniigende Auskunft, um sich
der in Rechnung stehenden Wurzel mit jeder erwiinschten Genauigkeit zu niihern und ist nur in der einzigen
Beziehung als mangelhaft anzusehen, dass man mittelst derselben nicht erfihrt, wie viele von den Anfangs-
stellen des in Verwendung stehenden Orientirungsquotus als ein wirkliches Wurzelaggregat zu gelten haben.

Erst der Mathematiker Fourier hat der Newton'schen Methode eine solche Vervollkommnung ver-
lichen, dass man mit Hilfe seiner Methode bei jedem einzelnen Orientirungsquotus ganz genau erfihrt, bis
zu welcher dekadischen Stelle die Darstellung der Wurzel bereits gediehen ist. Das einschligige, von Fou-
rier begriindete Verfahren besteht im Folgenden:

Sei etwa a, ein derartiger Niiherungswerth, welcher in allen seinen Stellen mit den Anfangsstellen der
Wauarzel iibereinstimmt, und &, eine Zahl, welche aus ax, durch Vermehrung der decadischen Schlussstelle um
eine Einheit hervorgeht, dergestalt, dass man beispielweise fir @, = 32:576, =, = 32-577 findet, so wird
ganz gewiss der wahre Werth der Wurzel zwischen z, und . zu liegen kommen.

Bezeichnet man ganz allgemein von den Grissen f,(x), f,(&), die numerisch grissere mit 7, (), und
die ntimerisch kleinere f,(x), so erhiilt man: s

g - 1
Lp = .:.l‘r._ [JT [\"E‘r) :-fl (L’I,'rj]} oy Lppg = J.'r_’_| + IU“:’H'-"" 3

sobald man: &,— x,= 10" voraussetzt, und den Werth von % aus:

: i m' :
.fz(*t':-) ; Qfl (-l‘r) =10+ =t 10572 + . .. bestimmt.

Der in dem Ausdrucke fiir , 4 beigefiigte Zeiger 2 4 % deutet an, dass man den betreffenden Quotus
blos so weit zu entwickeln habe, bis man die dem decadischen Zeiger (—2z —*%) entsprechende Ziffer erhilt.

Hieraus ist der Vorgang ersichtlich, wie man von x, aus nach und nach zu den Gliedern der Reihe x,
T, Ty, . .&p, Tpyq..gelangt, und demgemiiss jede erwiinschte Niherung an den wahren Wurzelwerth be-
wirken kann.

Diese in ihrer Entwicklung sehr elegante und in der Anwendung iusserst einfache Methode hatte Fou-
rier aus der Betrachtung der Descartes’schen Curve abgeleitet und zuniichst zur Berechnung der primiiren
(reellen) Wurzeln einer Zahlengleichung mit nur einer Unbekannten bestimmt. Die betreffende Entwicklung
findet man in dem nach seinem Tode gedruckten Werke : ,Analyse des Equations determinées par M. Fou-
rier premicre partie niedergelegt.

Wenn man aber schon den Titel dieses Werkes, das darin niedergelegte ,, Exposé synoptique“ und nebst-
dem zahlreiche, im zweiten Capitel niedergelegte Aussagen aufmerksam priift, so erwehrt man sich nicht der
sehliesslichen Uberzeugung, dass mit dem Tode dieses grossen Denkers eigentlich die vollstindige Erledi-
gung der meisten, ja vielleicht aller in das Gebiet der Gleichungen einschligigen theoretischen und prakti-
schen Fragen der Nachwelt auf eine lingere Zeit vorenthalten ist, dass es des miikevollen Strebens und viel-
seitigen Schaffens noch bediirfen wird, um in kleinen Portionen Stufe fiir Stufe wenigstens einzelne Haupt-
punkte dieser Wissenschaft zu erklimmen, welche diesem erhabenen Genius schon bei der Anlage seines
Werkes ganz gewiss als eine vollstiindige Schipfung zu Tage lag.

Seite 231, Artikel 37 liest man:

,Cette remarque n’est point bornée aux fonctions qui ne contiennent qu'une seule variable. On peut en
général résoudre la question suivante qui se présente dans les applications principales de I'analyse algébrique.
Une fonction algébrique £ (x, y, z...) de plusieurs variables étant proposée. ..ete.¥ Hieraus und aus den
betreffenden Stellen p. 227 und andern mehreren ist deutlich zu ersehen, dass es dem Verfasser schon
wiihrend der Abhandlung der Gleichung mit nur Einer Unbekannten bei jeder sich darbietenden Gelegenheit

ce*
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daran liegt. die Gesichtspunkte und Auffassungen in der Weise zu stellen und vorzubereiten, um selbe seiner
Zeit als Uberbriickung zu einer Methode dienstbar zu machen, welche anf Systeme von Gleichungen mit
mehren unbekannten anwendbar sein sollte.

Von dieser Uberzeugung durchdrungen, habe ich den Entschluss gefasst, meine Studien auf dem Gebiete
der Zahlengleichungen vornehmlich jener Partie zuzuwenden, welche die methodische Berechnung der Glei-
chungswurzeln betrifft. Die Methode von Fourier zur Berechnung der primiiren Wurzeln von Gleichungen
mit nur Einer Unbekannten zum Muster nehmend, war es mein Bestreben, dieselbe auf die Berechnung com-
plexer Wurzeln einer solchen Gleichung auszudehnen und schliesslich eine Methode aufzustellen, welche zur
Berechnung der Wurzeln eines Systems von coéxistenten Gleichungen mit mehren Unbekannten sich eignen
soll. Urspriinglich habe ich es fiir zweckmiissig erachtet, diese verallgemeinerte Niherungsmethode unmittel-
bar an die Gleichungstheorie von Fourier anzureihen; bald wurde ich jedoch gewahr, dass die derselben za
Grunde liegenden riumlichen Anschauungsweisen in einem zu geringen Maassstabe entwickelt sind, als dies
nisthig war, um hieraus die erforderlichen Subsidien zur Begriindung der allgemeinen Niherungsmethode
schipfen zu konnen. Ich habe mich desshalb entschlossen, nach einem solchen Ausgangspunkte mich umzu-
sehen, von welchem aus die hauptsichlichsten, bereits bekannt gewordenen Gleichungstheorien als ein orga-
nisches Ganze hervorgehen, um theils sich gegenseitig unterstiitzend , theils einander erginzend sich zu
einem harmonischen Systeme zu vereinigen. Diesen Ausgangspunkt fand ich einestheils in der Verallgemei-
nerang des Cauéhy’schen Existenzbeweises fiir wenigstens Eine Wurzel einer Gleichung mit einer Unbe-
kannten, und in weiterer Folge in der zweckmiissigen und griindlichen Ausbildung der von S. Spitzer publi-
cirten riumlichen Darstellungsmethode der Gleichungswurzeln. Von da aus war es mir leicht, die von Cauehy
angeregten Kriterien einer horizontalen Einschliessung der complexen Wurzelpunkte zu begriinden und mit
Zuhilfenahme der Sturm’schen Restmethode zu einem priignanten Trennungsmittel der Wurzelpunkte aus-
zubilden.

Die Fourier’sche Gleichungstheorie selbst gewann auf Grund der riumlichen Anschanung, nament-
lich in Bezug auf die Deutung und Ausziihlung der complexen Wurzeln eine wesentliche Belebung, und es
gelang mir, diese ganze Theorie in einer iiberraschend kurzen Abhandlung zu verkirpern. Siehe §. 6.

Im Anhange brachte ich die successive Ausmittelung der Gleichungscoéfficienten in zweierlei Weise zur
Darstellung, nach Massgabe des Umstandes, ob bei der Ausmittelung der Wurzel blos Ein Rechner oder mehre
gleichzeitig thitig sein konnen. Auch findet man daselbst die Anweisung zur constructiven Ausmittelung der
successiven Coéfficientreihen, wie auch eine constructive Niiherungsmethode zur Ausmittelung der primiren
Gleichungswurzeln. Eine zweite constructive Methode zur Bestimmung der priméiren Gleichungswurzeln auf
Grundlage der Bildung der sogenannten Integralcurven.

Ferner sind in diesem Paragraphe Constructionsmittel angegeben, mittelst welchen man in directer
Weise die Losung aller geometrischen Probleme bewerkstelligen kann, welche von der Auflosung einer,
hiochstens dem 4. Grade angehorigen Gleichung abhiingen, und eben hiedurch ersichtlich gemacht, dass
gleichwie die Mathematik nur Gleichungen bis hochstens zum 4. Grade in geschlossenen Ausdriicken zu 1sen
vermag, auch die geometrische Construction bis dahin fihig sei, Auflésungen zu vermitteln.

Schliesslich geschieht der Erzeugung der Cycloiden eine Erwiihnung und wird gezeigt, wie man sich
derselben zur Rectification gegebener Kreisbigen, zur Polysection eines gegebenen Winkels und iiberhaupt
zur Auflosung einiger transcendenten Gleichungen bedienen kann.

Lemberg am 10. August 1868.
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Fundamentaleigenschaften der Gleichungspolynome.
Sei Flu)=f(u)+ i9(u)=0 , wobei = V—1 (1)

eine algebraische Gleichung, in welcher sowohl f£(z), als auch ¢(«) durch Polynome von der Form:
Ay+ A+ A+ . . . in endlicher Gliederzahl dargestellt sind.
Auf Grund der Taylor’'schen Reihe findet man :

: Jies 9
Futpe) = F) + 100 ei g B0y g, @)
worin ganz allgemein :
- d'F(u) d o
A== z& (dz:] Fw); 7!=1.2.3...(~—1)r, 3)
und
- peti=rpcosap+tipsinnp , perf=pcosptipsinp=Ax+ Ay (4)
verstanden werden sgoll.
Setzt man eben so : :
d \s - . dYs d ¢
(D@ =£@ (L) s =n@, vp=D, )

so erhiilt man auf Grund des Taylor'schen Satzes in S}I'mholischer Form:
Fo@t i) = fi(@) ¥ = fi@) o D +if, (x)sin D
o (e 2y) = g (x) e’ = ¢ (x)eos D 42y, (x)sin D, hiemit
Bt i) = 4 Zuws) =sloie ©)
mit den Bedingungsgleichungen :
s1Z,=s!g,c08 a,=fi(x)cos D —g,(x) sin D,
31z, = s!g, sina,=f,(«) sin D + o, (x)cos D, (7)

. a)Vy' (d ]“.ff“ : d ( d]3!f3
cosD_—_I—{&{i_];_j—!—F [dx AT o st_d._cy_ )3T N

Die in (6) und (7) spiclenden, symbolisch angedeuteten Differentiationen in den Ausdriicken £,(x)cos 1),
fux)sinD, . . . filhren uns auf endliche Polynome, deren Glieder der Form :

d\ - ?}.n yn { d ]n 3 . yn : A ,yn 8
[IL] f(=) n! =fotal(®) n!’ \de ¢(2) Lk (J-)'?e-! ©)
angehoren , und in diesen Gleichungen ihre hinlingliche Deutung besitzen. Ist etwa in Bezug auf = die

Function f(z) dem m-ten Grade angehirig, so erhiilt der Ausdruck ( ]f{w) jedesmal den Nullwerth, so-

bald die Ungleichung % + s > m zutrifft. Hiedurch ist die Behauptung gerechtfertigt, dass die in (7) spielen-
den Polynome wie f,(«)cos D, ¢,(x)sinD je eine endliche Gliederanzahl besitzen.

Wenn man in (2) an die Stelle von « die complexe Grisse z -2y setzt, und dann die Ausdriicke
F,(x+7y) nach (6) und (7) deutet, so erhiilt man :

Fla4iy+4 per)= F[(m—l- Ax) + 2 (y + Ay)] =
= g %'+ po, et gt L |, | = Z"U + 13, = g, %" (9)
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wobei:
(10) 20—-_—&005 ty = G, COS &t + 5, €08 (ot, +p) p + g, 08 x (2, 2p) g2 . . .
(11) %, = 6 sin &, = 5, sin e, + o, sin (2, + ) p 4 o, sin (o, + 2p) 2+ . . .

Aus (7) hat man ganz allgemein:

(12) Zy + 2 = o,

woraus ersichtlich, dass fiir 5, = 0, nothwendig anch Z, =z, =0 sein muss.
Sind die angenommenen Werthe von @ und 4 von der Beschaffenheit, dass man in Folge derselben

(13) 5,= 0, hiemit auch Z =z =0, und somit auch
Flx4vy)= Z,1+ 2t =g,%=0
erhiilt, so sagt man in diesem Falle, dass der complexe Ausdruck « ==+ 2y eine Wurzel der Gleichung
(14) F(u)=0

ausmache. Ist jedoch g, in Folge der Werthe von @ und y nicht Null, so lisst sich nachweisen, dass ein pas-
send gewiihlter Zusatz pet'= Az 4 7Ay bewirken kann, dass in der Gleichung

(15) F(z + iy 4 per)=F((@+A2) +7 (y + Ay)) = gye’
die als positiv gedachte Grisse g, sich kleiner gestalten lisst, als die ebenfalls als positiv gedachte
Grisse g,

Vor Allem ist es klar, dass von den Grissen

(JG) Gyy Oy T3 . o + 0py Oppt .

bei den letzterwiithnten Werthen von = und # nicht alle gleichzeitig verschwinden diirfen, weil dies bedeuten
wiirde, dass im Widerspruche mit der in (1) gemachten Voraussetzung der Ausdruck F(x) von x4 ¢y nicht
abhiingig sei. Es kann sich jedoch ereignen, dass in Folge der Werthe von = und y einige der Anfangsglie-
der in (16) gleichzeitig verschwinden, und etwa die Relationen

(17) 0, >0, o,=aq=0,= ... =0-3=6, 1=0, ¢.>0
veranlassen. In diesem Falle erhalten wir durch Heraushebung des nicht verschwindenden Factors e%'s, aus

(9) folgende Gleichung :

(18) 5, €% = 5, e 5 14 or Zelrp+ar—a)é g prpt It [ 4 Dptarst—wo]i 4 g s?, .
20 %
In dem hier eingeklammerten Polynome sind bei gehorig kleinem p zwei der Anfangsglieder geniigend,
um seinen Werth in Bezug auf Grisse und Vorzeichen zu beurtheilen; auch steht es uns frei, fiir ein gehorig
kleines positives ¢ die Erfiillung der Bedingung

(19) et a—ali__

Ty

zu beanspruchen. Hieraus folgt :
e s
pet'=Ax+idy=e(—1) ?[—"]Te"";—— 2 und
s

5 e O =)

L
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Dann findet man aus (18):

G, €% =g, [l —e”] und wegen 1-—e" <1 21)

gy < 9
wie dies schon bei (15) angedeutet wurde.
Setzt man @+ Ax— &, y+4 Ay =y, so belehrt uns die vorstehende Relation , dass man in Bezug aunf
das Polynom F(u) von einem Grossensysteme [«, v, g,] falls g,> 0, immerhin zu einem anderen Grissen-

system [z, ¥, &,] gelangen kann, wobei man eine Verkleinerung der mit 5, bezeichneten Grosse erzielt. In
dieser Weise verfahrend, gelangen wir nach und nach zu den Grissensystemen :

(m) (m) (m)

12, d7a Bl nea [l ol Fns Bl itk piitlin: 03] e 101t (dex Bedingnng:

{m—i ] (m)

; — 7 = B Db
gy = T G e e T B ghat s (22)

und konnen selbstverstiindlich dieses Verfahren so lange fortsetzen, bis wir zu einem Grijssensystem etwa

-
(u] (n) (m)
|25 ¥, %) (23)

Fi

(m)
kommen, wobei mit erwiinschter Genauigkeit 5

man eben so genau:

, dem Nullwerth nahe gebracht sein wird. Diesfillig erhilt

m @ w

F () w @=F+iy)=ge*’ =0, (24)
' zu =x+7y
inYm (1) f ; . ! mnitloy
und man darf erkliren, dass der Ausdruck » = a + 7y mit Riicksicht auf die beanspruchte Genaunigkeit eine
Wurzel der Gleichung (1) ausmache.
Man hat fiir beliehiges ganze n: (—1)=¢G?+)7  hiemit auch
l (2 +|)L
(= BpmEse el (25)
Dureh Einfiihrung dieses Werthes in (20) ist
=il TP 2
a2 e Lok @n kDo
; Ty o=
1 t 2 V7 26
(b i Pt chBadhiie) 2)
v r
Hieraus ist ersichtlich, dass man vom Initialwerthe » — @ 4 <y aus in dem oben angezogenen Falle »
von einander verschiedene Nachbarwerthe erhilt, welche die Eigenschaft besitzen, der mit 5, angedeuteten
Grisse einen unter g, stehenden Werth zu ertheilen. Diese » Werthe gehen aus
[+ @Az)a] + [y + (A7)]
(27)
hervor, sobald man fiir » nach und nach die Werthe 0, 1, 2, 3, ...»—2, »—1 annimmt, und diesen Zei-

gern entsprechend nach (26) die Griossen Az und Ay auswerthet.
Der Initialwerth & 4 2y ist diesfiillig ein Ausgangswerth von » verschiedenen Wurzelwerthen, und inso-
ferne » auf einen die Einheit iiberschreitenden Werth deutet, wollen wir diesem Initialwerth & 4 ¢y die im
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analogen Fall der Fourier’schen Gleichungstheorie adoptirte Benennung indicatorischer Werth
(28) ertheilen.

Jeder andere beliebig angenommene Initialwerth kann den Fall » =1 herbeifiihren, braucht somit durch
eine besondere Benennung nicht erst hervorgehoben zu werden.

Dieser Auseinandersetzung zufolge ist fiir die Gleichung (1) eine Anwartschaft in Aussicht gestellt, ver-
mige welcher mehre von einander verschiedene Werthe von der Form « + 7y als Wurzeln dieser Gleichung
aufzutreten vermigen; und es entsteht die Frage: Wie gross ist die Anzahl der Wurzeln, welche einer vor-

(29) gelegten Gleichung angehoren?
Zu diesem Behufe schreiben wir die Gleichung (1) in der Form :

(30) F(u)= B,u"+ B, _yu"'+ ...+ Bu*+ Byu+ B,=0

auf, was wir immerhin thun diirfen, sobald wir die mit B bezeichneten Coéfficienten in der Form p -+ g¢ vor-
aussetzen.

Um aller Wurzeln dieser Gleichung habhaft zu werden, kinnte man auf Grund der vorigen Auseinan-
dersetzung also verfahren: Durch das Nullsetzen der successiven Ableitungen des Gleichungspolynomes
F(w) erhalten wir :

(31) B (w)=0 Fy=—00 S8 B sw)—0,F ) —0,

also (n—1) neue Gleichungen, welche beziehungsweise dem (z—1)ten, (=—2)ten . . . 3ten, 2ten, 1ten Grade
angehiren. Jede Wurzel irgend einer der Gleichungen (31) tritt als indicatorischer Werth der Wurzeln der
néichst vorhergehenden Gleichung auf. Demgemiiss bestimme man die Wurzel der dem 1ten Grade ange-
hirigen Gleichung F, ((2)=0, und erhilt den indicatorischen Werth zweier Wurzeln der Gleichung
F, »(u)=0. Jede der Wurzeln dieser Gleichung indicirt wieder zwei Wurzeln der Gleichung F, s(z)=0,
wobei es sich ereignen kann, dass man von verschiedenen indicatorischen Werthen ausgehend, zu einer und
derselben Wurzel der niichst vorhergehenden Gleichung geleitet wird.

Auf diese Weise verfahrend, gelangt man zu den Wurzeln der Gleichung F, (v) = 0, welche wieder die
der Gleichung (30) angehirigen Wurzeln indiciren und zum Ausgangspunkte ihrer Berechnung dienen.

Die eben besprochene Staffelmethode kinnte in der That zur Ausmittlung der Wurzelwerthe der in (30)
vorgelegten Gleichung dienen, ist jedoch in der Effectuirung so miihsam und complicirt, dass man in dieser
Beziehung gerne nach jedem Erleichterungsmittel sich umsieht, und sich hichstens begniigt, die der Staffel-
methode zu Grunde liegende Idee beim theoretischen Ausbaun anderer Auflosungsmethoden auszubeuten.

Sei nun: w,=p,+ ¢,¢ eine Wurzel der in (30) vorgelegten Gleichung

(32) ()= Pl = 04

wobei der oben angesetzte Zeiger » auf den Grad dieser Gleichung hindeuten mag.
Durch Division mit dem Ausdrucke (w—uw,) erhalten wir folgende fiir jedes « geltende Relation :

n—1

(33) F(u) =F(u) [u—wn] + 7n,
n—1
wo F(«) den dem (»—1)ten Grade angehorigen Quotus, und », den eventuellen Rest andeuten mag.
Fiir = w, erhiilt man aus (33) wegen der Eigenschaft von w, als Wurzel der Gleichung }.?'(u) =0

7, =0, hiemit
n n—I1
(34) F(u) = (u—w,) F(u) , :
wodurch besagt wird, dass ein jedes Polynom der Form (30) als ein Product dargestellt werden kann, aus
einem Polynom des um eine Einheit niedrigeren Grades, und einem Binom (v—uw,), dessen entgegengesetzt
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-

genommener zweiter Theil eine Wurzel der aus der Nullsetzung des Polynoms (30) hervorgehenden Glei-
n
chung ausmacht. Dieses Binom soll von nun an der Wurzelfactor des gedachten Polynoms F(«) heissen.

8
Auf Grund (24) schliesst man eben, dass ein jedes Polynom F(u) durch einen passenden »-Werth =,
auf Null gebracht werden kann, — dass es somit gestattet sei, fiir ein beliebiges s die Gleichung
] s—1 ;
F(u) = (uv—w,) F(u) (35)
anzuschreiben. Wenn man diese Gleichung in Bezug auf s fiir die Werthe: #, n—1, ... 3, 2, 1 specialisirt,
und die hiedurch entstehenden Gleichungen mit einander multiplicirt, so erhilt man nach Weglassung des
beiderseits vorkommenden gemeinschaftlichen Factors folgende Gleichung :

f::(u) = B, (u—w,) (u—uw,) (u—1w,). . . (u4—w,_1) (u—w,)=0, (36)

0 ”
wo B, = F(u) den Coéfficienten von #" in F(«) andeutet. Jede von den Zahlen w,, w,, w, ... w, ertheilt

dem Polynom I;(ae) den Nullwerth, sobald man dieselbe in dieses Polynom an die Stelle von # einfiihrt. Es
ist demnach eine jede dieser Zahlen eine Wurzel, und ein jedes der Binome (v——1w,), (uv—uw,), . . (u—w,)
ein Wurzelfactor der Gleichung (30). Eine unter den Zahlen w,, w,, . . . w, nicht vorkommende Zahl » ist
nicht fihig, das in (36) ersichtliche Product auf Null zu bringen — ist somit auch nicht fihig eine Wurzel der
Gleichung (30) darzustellen.
Eine Gleichung des nten Grades besitzt somit x Wurzeln und nicht mehr. (37)
Sind mehrere dieser Wurzeln einander gleich, und ist etwa w, = w, = w,; = «, so ist das betreffende
Gleichungspolynom durch (z—a)?® theilbar, und man sagt: die Wurzel =« ist eine dreifache oder eine
dreimal wiederholte Wurzel der Gleichung (30).
Aus (36) erhiilt man :

F(ut-k) = By [te—(t0,— k)] [t— (20— F)] - . - [i—(104—K)] = O

. w w w,,

F(uk)= B,k" (u— IL—.’)(H— f) co(u— T) =

o B, 38
F(E) == (u—kw) (u—kw,). . .(u—kw,)=0 (95

Ft) = B (b= (Vi) (= (Vi) .. (e (Vi) = 0
F(Va) = By(Va— V() Va—V{wy)t). .. (Va—V(w)) =0, d. h.

Wenn man in der Gleichung /(%) =0 mit dem Wurzelrepriisentanten » die Constante % durch irgend
eine Operation verbindet, so muss man diese Constante Z mit einer jeden ihrer Wurzeln durch die entgegen-
gesetzte Operation verbinden, um die Wurzeln der jeweiligen transformirten Gleichung zu erhalten. (39)

Vermige (36) lidsst sich das Gleichungspolynom }*’(u) =0 aus gegebenen Wurzeln w,, w,,...w, 4, w,
in folgender Weise aufbauen : .

Um etwa bei dem angenommenen ersten Coéfficienten B, irgend einen anderen Coéfficienten, etwa B, _,
zu erhalten, bilde man sich aus den entgegengesetzt genommenen Wurzeln —uw,, —w,, —w;...—w, alle
moglichen Combinationen zur sten Classe, betrachte jede dieser Combinationsformen als ein Product der in
derselben enthaltenen Elemente, und verbinde schliesslich die so erhaltenen Produete durch Addition. Stellt
S, diese Summe vor, so erhiilt man zur Bestimmung von B, _, folgende Relation :

o iy 1 (40)

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XXX. Bd. Abhandl. von Nichtmitgliedern. dd



(80]
(8]
(=]

Lorenz Zmurko.

Demgemiiss erhiilt man auch :

By=—Bu(w,+w, + g+ .. Fw),

B,=B, 4= (—1)*Bwwyw; « . - wy

(41)

Wenn man etwa die Wurzeln w,, w,, w;, w,, w, ins Auge fasst, so kinnen wir dem angefiibrten Bil-
dungsgesetze gemiiss folgendes bemerken:
1. Zur Bildung von B, gelangen alle 5 Wurzeln als Factoren zur Verwendung ;

2. Zur Bildung der combinatorischen Summanden in B, gelangen wenigstens vier,

5 3. n ” n ” in B, ” ” drei,

e L : g b et g A
5. ” ] ” " in 'Ba gelangt n eine

von den ins Auge gefassten fiinf Wurzeln als Multiplicatoren zur Verwendung.
Schreibt man die erste Gleichung in (38) in folgender Form an :

(43) Fu+4k)y=Bw + B, w4+ B, w2+ ...+ B34 B, u*+ B uf B =0
und setzt

— k= Wa) —k=w'y—y, wo—b=w'

w, —hk=1w'y, w, k=, w

3 3" R

nimmt man ferner an, dass in (36) die Wurzeln w,, w,, w,, w,, w, in Beziechung auf v Anfangsstellen mit
einander iibereinstimmen , und dass eben / diejenige Zahl sei, welche den Inbegriff der gemeinschaftlichen
Anfangsstellen dem Stellenwerthe und Vorzeichen nach vorstellt, dann wird nothwendiger Weise jede der
Wurzeln «',, w,’, @'y, 'y, @, in Bezug auf ihre Charakteristik wenigstens um v Einheiten tiefer ausfallen,
als dies bei den Wurzeln w,, w,, w,, w,, w; der Fall war.

Behufs der Angabe der Charakteristik der in (43) angefiihrten Coéfficienten gibt bei jedem derselben
derjenige combinatorische Summand den Ton an, welcher in Bezug auf seine Charakteristik die geringste
Senkung beurkundet, — also derjenige, bei dessen Bildung die geringste Anzahl von den Wurzeln »',, w',,
w'y, w'y, w', thitig war. Wenn man iiberdies die Bemerkung in (42) zu Rathe zieht, so gelangt man zu fol-

cenden Ergebnissen :

Die Charakteristik von B’, ist um 5v Einheiten tiefer, als die von B,

o Bl by tdn . 3 R e
n s o om 3v " " YL e
5 N = M L P i
= e 5 5 TR & i p

Es ergibt sich demgemiiss beim Ubergange von den Coéfficienten B,, B,, B,, B,, B, zu den entspre-
chenden B, B,, B,, B';, B, ein regelmiissiges Abfallen beziehungsweise um 5v, 4v, 3v, 2v, 1v Ein-
heiten. In Betreff der weiteren Coéfficienten B',, B’y ... wissen wir, dass bei denselben auch solche com-

(44) binatorische Summanden vorkommen, welche von den Factoren «'), w,’, w, w,, w'; gar nicht afficirt sind,
somit kann von einer derartigen Beeinflussung auf die Erhthung oder Erniedrigung ibrer Charakteristik fiir
weiteres keine Erwiihnung gemacht werden.

Besitzt die Gleichung (30) und respective die Gleichung (1) blos primiire Glieder, so ist in diesem Falle
identiseh ¢ (») =0, und f(z) = F(z). In diesem Falle erhiilt man ganz allgemein :

s\ Z,—s!g, cos E,(x g e
gil Zt—cslo, CORG— ,(J_}COSJJ=E(.1)[I—[(J-:;;] oyt - ]
(40}

: - . o B R
slz,=s!g,sina, = F,(x)sin D = .-’-s{.;-}lr;d_ ;11 ol [a’:] %»}_ it ] , also auch
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17 gl s e
'“"/J-z - .-s{_‘-z') = ‘a-l:—?(_'x);}'z + h-+4(d)ﬂ_'
2 A (46)
slz, = _rfI'FJ.%t{:.I'_\J'— ,+3(.I?)% + E+5{w] i':‘ —_— e I
- sl : y! . ..*,:"'
Zy=F(@)—F@) 5+ Fy (%) [; — -
(47
st g
a=i|R@O—R@S+ A@L— |
Die Erfiillung der Gleichung
F(u)=F(x+7y) =0 (48)
verlangt eine solche Wahl der Werthe von a, %, dass hiedurch
- Gy = Zu:“-"u:” (\4”]
sich ergebe. Dies kann auf Grund der Relationen (47) auf zweierlei Weise herbeigefiibrt werden, und zwar
indem man ;
1% F(z)=y=0 oder (50)
: . 2 P
\ (@) — F@) 5+ F@— ... =0
L O&) 21 ] =)
2 (:11 J

‘ ’ 5 S o gt
_‘ fl(w)——!*:;(;c)g-! —|—F_I(:c)?— «o. =0 setzt.

Aus (50) resultiren blos primiire Wurzeln. Aus (51) gewinnt man die iibrigen Wurzeln, welche die com-
plexe Form @ 4 2% besitzen, und sieht gleichzeitig ein, dass im letzteren Falle auch 2—7y eine Wurzel der _
vorgelegten Gleichung sein muss, da ja das Vorzeichen von 7 auf die Erfiilllung oder Nichterfiillung der (52)
Gleichungen (51) gar keinen Einfluss zu iiben vermag. Solche Wurzeln, wie @ 47y, «—17 heissen conju-
girte complexe Wurzeln.

Das entsprechende Product von einander conjugirten Wurzelfactoren erhiilt man :

: u— x4y : : u— [x—2y] s = (u—a)* 4y . (53)

welches fiir beliebige primiire Werthsysteme von (2, @, y) stets einen positiven Werth beibehiilt.

Wenn nun die mit primiren Coéfficienten versehene Gleichung F(x) = 0 die primiren Wurzeln
w,, wy, Uy...u,_,, u,, und sonst lauter complexe Wurzeln besitzt, so miissen letztere in gerader Anzahl sich
einfinden, und sich in Paare von je einander conjugirten Wurzeln anordnen lassen. Bezeichnet man das Pro-
duct aller conjugirten Wurzelfactoren mit ¢ (»), so schliessen wir aus (53) unmittelbar, dass der Ausdruck
P (u) fiir jeden priméiren Werth von » einen positiven Werth beibehalten muss.

Diesfillig nimmt die Gleichung (30) folgende Gestalt an :

P(u) = By [u—u] [u—y} - - . [u—a] $(u) =0, (54)
wobei wir einstweilen die Anordnung der primiiren Wurzeln so treffen, dass fiir dieselben die Relation

Uy < Uy <t{3 e Uy Uy (E}:‘.‘}
erfiillt wird.

dd =
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Aus (54) erhilt man :

! SN R F(u) P(w) , , LAY ()
k;lh} )’1(?6:} = Fu] '—*|— u'-_—“z +  w + ?;—‘_Z + B"(?é—‘u])(u'“‘uz) siw .f.”—”.’J d’m 3
hieraus :
F (4 . -
Fi(zy) = u—(:z) = By (u;—uy) (uy—23). - - (0, —w,) P (%)
1
(B7) e
F(u) : ; !
)= u_( y =— B, (uy—u,) (ug—us)... (uy—u,) Y (uy).
U=1

Auf Grund der Relationen (55) sind die in (57) rechter Hand ersichtlichen Producte mit entgegengesetz-
ten Vorzeichen behaftet, und bethiitigen dadurch, dass der Ausdruck F(«) bei den Satzungen v =u, u=u,
entgegengesetzte Werthe annehmen muss. Da nun F(%) eine stetige Function ist, so muss es wenigstens
Einen zwischen #, und u, liegenden primiiren Werth «/, geben, fiir welchen F,(«) den Nullwerth annimmt,
welcher somit eine primiire Wurzel der Gleichung

(58) F,(u) =0 sein muss.

Auf gleiche Weise lisst sich darthun, dass sich zu den Paaren [u,, w,], [u,, w,], [#.—1, w,] Wenig-

stens je ein Zwischenwerth finden lisst, welcher eine, und zwar eine primire Wurzel der Gleichung (58)

ausmacht.
(59) Es deuten also v primiire Wurzeln der Gleichung F(x) =0 auf wenigstens (v—1) pri-
mire Wurzeln der Gleichung F,(«)=0 hin.

Die eben ausgesprochene Behauptung gilt immerhin, wenn die Differenzen je zweier in (55) erwiihnten
Nachbarwurzeln beliebig klein ausfallen, hiemit auch dann, wenn diese Differenzen verschwinden.

In diesem Falle gehort eine p-mal wiederholte Wurzel der Gleichung #(x) =0 als eine (u—1)-mal wie-
derholte Wurzel der Gleichung F(«)=0 an. Dass der hier ausgesprochene Satz sogar fiir die Gleichung (1)
und selbst dann gilt, wenn die wiederholte Wurzel eine complexe ist, iiberzeugt man sich leicht, wenn man

(60)

zum Gleichungspolynom (36) die Gleichung di(:{') = F,(«) = 0 auf die in (56) ersichtliche Weise ableitet und
dann aus der Anzahl der gleichen Wurzelfactoren in F(«) auf die Anzahl gleicher Wurzelfactoren in F| («)
schliesst.

Wenn wir die Aufeinanderfolge der Gleichungen

dE@ _,

duw

(61) Fy(w)=0; Foq(u)=

dadurch kennzeichnen, dass wir der ersteren die Benennung Stammgleichung und der zweiten den
Namen abgeleitete Gleichung zuerkennen, so wird es nicht schwer fallen, zu den im Vorhergehenden
ausgesprochenen Relationen noch folgende hinzuzufiigen :

1. m verschiedene primire Wurzeln der Stammgleichung verbiirgen die Existenz von mindestens (m—1)
verschiedenen primidren Wurzeln in der abgeleiteten Gleichung;

2. m gleiche Wurzeln der Stammgleichung gehoren den abgeleiteten Gleichungen in 1ter, 2ter . .. vter
Abstufung, respective in den Anzahlen

(62) m—1, m—2, m—3,...m—v—1), m—y
an.
3. Der indicatorische Werth von m conjugirten Wurzelpaaren , welche etwa der Gleichung F,(«) =0
angehoren, deutet an, dass diese dem (n—s)ten Grade angehorige Gleichung hichstens (n—s—2m) pri-
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s+1)ten Grade angehirigen Glei-
chung F,_, (v) =0 hochstens (z—s-1—2m) primire, und somit wenigstens m conjugirte Wurzelpaare indi-
cirt, weil sonst im Widerspruche mit dem Oberwiihnten der Gleichung F, (%) =0 mehr primire Wurzeln
zukommen miissten, als die Zahl (n—s—2m) betriigt. In ihnlicher Weise fortschliessend , knnen wir
behaupten, dass der indicatorische Werth von m conjugirten Wurzelpaaren in F,(») =0 wenigstens eben so
viele, niimlich 7 conjugirte Wurzelpaare in jeder der Gleichungen

miire Wurzeln besitzen kann. In weiterer Folge sind hiedurch in dem (=

F, j(u)=0, F,_s(u)=0...Fu)=0, F(z)=0, F(x)=0

beansprucht.

8. 2.
Raumliche Deutung der Gleichungen und ihrer Wurzeln.

Der Ausdruck:

F(z+iy)=|[f(x)cos D—z (z) sin D] 4 [ f(x) sin D + ¢ (z) cos D] = Z;+ez,, (1)
in welchem die symbolischen Differentiationsdeterminanten nach (7) §. 1 zu deuten sind, lisst in Bezug auf
seinen priméiren Bestandtheil Z, als auch in Bezug auf seinen secundiren z, eine rdumliche Darstellung zu,
und zwar in folgender Weise: In Bezug aunf ein orthogonales Axensysten oz, oy, oz denke man sich den
angenommenen Ausdruck (x4 7y) als den Triiger der Coordinaten «, y eines in der Ebene zoy liegenden
Punktes p, und riumt demgemiiss in der analytischen Ausdrucksweise folgende Aquivalenz ein :

Der in woy befindliche Punkt p = der Punkt (x4 7). @)

Die aus der Annahme des Punktes (x4 2y) sich ergebenden Werthe von 7, und z, beniitze man zur
Bestimmung der Punkte P, p im Raume in der Weise, dass beide in einer in p auf zoy errichteten Senk-
rechten sich befinden, und zwar der erstere in der Entfernung = Z, der zweite in der Entfernung = 2. Mit
Riicksicht auf die in (1) ersichtliche Bedeutung von Z; und =, soll von den im angegebenen Sinne einander
zugeordneten-conjugirten Punkten P und p, der erstere ein primirer, der letztere ein secundirer
Punkt genannt werden. (3)

Durch zweckmiissige Annahmen des Ausdruckes (x4 ¢y) gelaugt man zu einem beliebigen Punkte in
xoy. Zu einem wie immer angenommenen Punktsysteme p, p, p, p ... in xoy erhiilt man mittelst ent-
sprechender Werthe von Z, ein riiumliches Punktsystem I, f’, P, P ... und ebenso mittelst entsprechen-
der Werthe von z, das Punktsystem p, p, p, p ... Wird das System p, p, p .. als eine continuirliche
Punktfolge , das heisst als der Repriisentant der Ebene = oy gedacht, so wird auch das Punktsystem P, f’,

}"’, . . . eine continuirliche Punktfolge, d. h. eine krumme Fliche charakterisiren, welche wir unter dem (4)
Namen die primiire Hilfsfliche auffassen wollen. Eben so mag das System p, p, p ... den continuir-
lichen Verlauf der secundiren Hilfsfliche andeuten.

Der gegebenen Auseinandersetzung gemiiss wird die analytische Darstellung der primiiren Hilfsfliiche

durch die Gleichung
z=Z,=f(x) cosD—g(x) sin D (d)
und die der secundiiren Hilfsfliiche durch die Gleichung
| 2z = 2,— f(z) sin D+ y(z) cos D (6)

charakterisirt. Durch eine jede der Hilfsflichen wird gerade so, wie durch die Coordinatenebene zoy der
ganze Raum je in zwei Ranmabtheilungen, d. h. in die obere und untere Ranmpartie abgetheilt. Jede von
den Hilfsfliichen wird von einer beliebig gewiihlten zu oz parallelen Geraden nur in einem einzigen Punkte
getroffen.
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Von den Gleichungen
ZU= 0 ’ 2.'0 —_— ()

stellt die erstere die primire Trasse dar, d. h. diejenige Linie, in welcher die Ebene zoy von der pri-
miiren Hilfsfliche geschnitten wird. Eben so wird durch die zweite Gleichung in (7) die secundire

(8)Trasse charakterisirt. Eine jede Wurzel der Gleichung F(x) =0, nimlich »=a + 7y geniigt den Glei-

chungen (7) gleichzeitig, deutet somit auf einen sogenannten Wurzelpunkt p hin, welcher der primiiren
und secundiren Trasse gemeinschaftlich angehort.

Da nun die dem nten Grade angehirige Gleichung F'(») =0 nothwendig » Wurzeln besitzt , so sind
hiedurch » Wurzelpunkte in der Ebene zoy sichergestellt, und es wird hiedurch bethiitigt , dass die ober-
wihnten Trassen nothwendig existiren und sich gegenseitig in » Punkten begegnen miissen. Gleiche Wur-
zeln deuten selbstverstiindlich auf vielfache Wurzelpunkte hin.

Errichtet man etwa in den Punkten der secundiiren Trasse Senkrechte anf @oy, und verlingert selbe
bis zur Begegnung mit der primiren Hilfsfliche, so erhiilt man einen continuirlichen Linienzug, welcher

(9) einen wellenfsrmigen Verlauf hat, und die Ebene « 0y nothwendig in » Wurzelpunkten durchstosst. Diesen

(10)

auf der primiiren Hilfsfliiche lagernden Linienzug wollen wir mit der Benennung priméirer conjugirter
Linienzug kennzeichnen. In gleicher Weise mag auch der secundire conjugirte Linienzug aufge-
fasst werden.

Der in §. 1 sub (6) und (7) adoptirten Bezeichnung gemiiss findet man :

Zy=|[fix)cos D — g, (x)sinD]:s! , =z,=[f(x)sinD 4 g,(x)ecosD]:s!

d’“cosD [D_t_m*-] [{ip]“—cos I/D'*'mr](Td_)

dy.m
d™ sin D mz ) (d D\m mT [ ) TN
T [D -+ ] [d_e; ] = sin [D S ] - hiemit
d*m 7, —1)m _ } (s 2m)!
(=) [fo+gm(@) CO8 D — o, 4o n(2) 8in D] = (—1)™ +71) Zs+am 3

dy*™ 7 1]

itz (—1)mH 1)m+lts—|—2m+l)'

dypmtt S N [ fotam+1(®) SN D + 9,4 oy () cOS D] = Zstamtq
Auf diese Weise vorgehend gelangt man zu folgendem Téfelchen :
a7, ™ (s42m)! dainz m (3+ ‘)m) !
ufy—hu — (——1) = ! 4 Za-l".t”' 7 d‘f%"‘ == -—I) ~s+gm3
a1z gt (s-{»"mn{—]) ! a2ty m(s42m+41)!,
W = (_-I} ST Zstgmty 9 W 2l (_-[) U A ‘/'3+2m+l 7
dnZ, ( + m)! 7 drz,  (s+m)!
A = “g4m dz™ — '__"8‘— Zstm
17, mt1 (542 mtr 1)1 gimirtls, mks+2na+? +1)! ,
d'yim-f- ldx” = —1) = zs+gm+r+[ 3 d_y’““*‘ld.r’ = ( I) stgmtriyq s
" g m(s4+2m + m+r)! artre, m(s4+2m +7r)!
dyg’"dsc’" (_1) d,-]—gm—kr ! d'ffz"udxf = ("—1) & ! z"+!"‘+r -

Zur Darstellung des primiiren conjugirten Linienzuges dienen die Gleichungen :

(11) 2 s =)
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Durch Differentiation derselben folgt:

dz dy ., dy AW
i Z,—z, = 2+ Zla = 0, hiemit
dad Tlargee a0 dy® W03,

do " 7, o) g de A

Sind 3, p, v die Winkel, welche das im Punkte (x, %, z) anhebende Curvenelement dieses Linienzuges mit
den Axen oz, oy, oz bildet, so erhiilt man aus (12):

/s —z, e
— , COS8 b= COB vV =

—_— 7 i'
ST PV Vits?

COS A =

Der Werth von cosv wird nur fiir ein sehr grosses g, zur Einheit, also nur fir Punkte, denen sehr
grosse z und y zukommen. Daraus geht hervor, dass der conjugirte primiire Linienzug in gehorig weiter
Distanz von der Axe oz einen zu dieser Axe parallelen Verlauf nimmt. Ein soleher Linienzug wird vom Punkte
(, 3, ) ausgehend, entweder in der Richtung (13) oder in der ihr entgegengesetzten Richtung in seinem Ver-
lauf sich der Ebene zoy nithern, und stellt die Moglichkeit in Aussicht, dass man, diesen Linienzug verfol-
gend, bis zur Begegnung desselben mit oy, d. h. bis zu einem Wurzelpunkt gelangt. Es kann jedoch auch
als moglicher Fall angesehen werden, dass man die successiv aufeinander folgenden Curvenelemente ver-
folgend, zu einem Elemente kommt, welches zu oy parallel liegt, und anzudeuten scheint, dass von da aus
der Curvenzweig aufhort sich der xoy weiter zu niihern, sondern vielmehr von dieser Ebene sich wegwen-
det, um sich von derselben fort und fort zu entfernen. Dieser Fall mag auch im Folgenden einer niiheren
Priifung unterzogen werden.

Der Parallelismus eines Curvenelementes zur oy kann nur in demjenigen Punkt (z, y, ) eintreten, fiir
welchen der in (13) angedeutete Werth von cos v den Nullwerth annimmt, also in dem Falle, wo die Relation
5, = Z,=z = o Platz greift. Um der zu fiihrenden Untersuchung die moglichst grosse Allgemeinheit zu
gewiihren, nehmen wir an, dass an die eben angefiihrte Relation sich zufilligerweise noch die Relationen :

g,

=

=G;=06,= ... =0, = 0
hinzugesellen.
Liisst man @, y, z in x4 dae =x 4 p cos p, y+ dy = y+ p sin p iibergehen, so erhiilt man aus (11) nach
der im §. 1 sub (10) (11) gegebenen Aunleitung:
Zy=z+4de=Z+pro.cos(rp+a.)+p o cos[(r+ D p+ oy |+ &
0= z,+ g0, sin (rp + ) + o™, 4, sin[(r4 1) .+ 20, ] + &
Diese Gleichungen nchmen wegen (11) und wegen des sehr klein gedachten g folgende Form an:
L) 7| 3 .
Zy=z2+dz=Z;4 g, co8(rp+ <) ; sin(rp42,)=0.

Aus der zweiten in (16) folgt fiir jedes ganze m:

- -~

i
r-tear=mr , pp=—m REE

r

und in Folge dessen gibt die erste in (16):
ly=z+dz= 2, (—1)"ap = Z;+; -
Aus (17) erhiilt man zwei Reihen von p-Werthen:

(Bir Mgy Mg - - Por—gr s (ot o Brds

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)
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von welchen die in die erste Reihe gehirizen den ungeraden, dagegen die in die zweite Reihe gehirigen den
geraden Werthen von m entsprechen. Der in (18) ersichtliche Zusatz § nimmt in Bezug auf die zwei Reihen
der p. Werthe entgegengesetzte Vorzeichen an, und gestattet unter diesen zwei Reihen diejenige zu wiihlen,
welche dem Producte 3 Z, ein negatives Vorzeichen beibringt. Hiedurch wird bewirkt, dass in numerischer

(20) Rticksicht der Werth von 7:0 kleiner sich gestaltet, als der Werth von Z.

Die in dieser Weise getroffene Wahl der entsprechenden Reihe von p-Werthen deutet auf » conjugirte
primiire Curvenzweige, welche vom Punkte (z, y, z) anhebend in ihrem Verlauf sich der woy niihern und
mindestens nach » Wurzelpunkten hinzielen. Ist » eine gerade Zahl, so besitzen je zwei p-Werthe, welche
um 7 differiren, gleichzeitig gerade oder ungerade Zeiger. Curvenzweige, welche je einem solchen Winkel
entsprechen, bilden einen zusammengehdrenden, im Punkte (x, y, 2) continuirlich verlaufenden Linienzug,
welcher von (z, y, z) ausgehend nach beiden Seiten entweder zur Ebene oy convergirt oder von derselben
sich entfernt.

In Bezug auf jede so zusammengesetzte Curve bildet der Ausgangspunkt (z, y, z) nach Massgabe des

(21) Winkelzeigers und des Vorzeichens von Z, einen Maximal- oder Minimalpunkt.

(

?;

D]

(23

Um also die hischsten und tiefsten Punkte etwa von z= F(u) mittelst complexer Werthe der Variablen
zu bestimmen, hat man eigentlich ein iiberbestimmtes Problem vor sich; denn es muss # ==+ 7y so be-
schaffen sein, dass F(z+ ¢y) = Z,+ ¢z, primiir ausfalle, und dass F, (x4 7y)= Z, 47z, =0 sich ergebe.
Die Wahl der Werthe von z, y erscheint somit an folgende drei Bedingungen gekniipft :

) 2= 0 Vee—0 v bl =)

und dieser kinnen wir nur beim Vorhandensein einer gewissen speciellen Beschaffenheit der in F(u«) spielen-
den Coéfficienten Geniige leisten.

Im Punkte p auf der Ebene z oy, dessen Bestimmungsgrisse 242y denRelationen 5, =g,=...=g,_4=0
geniigt, errichte man eine Senkrechte und findet in den Hohen Z, und =, das conjugirte Punktepaar P, p,
von denen der erstere auf der primiiren, der zweite auf der secundiren Hilfsfliiche sich befindet. In diesen
Punkten haben die Hilfsfliichen horizontale Berithrungsebenen, von welchen selbe in der Ordnung (» — 1) be-
riihrt werden. Die secundiire Hilfsfliiche wird ausserdem in p geschnitten, und zwar in 2, Curvenzweigen,
deren Ausgangselemente in Bezug auf ihre Richtung den in (19) dargestellten Winkeln entsprechen. Die
durch p gelegten horizontalen Geraden mit den in (19) dargestellten Richtungen beriihren die secundire
Hilfsfliiche in der Ordnung ».

Eben so findet man in Bezug auf die Bertihrung in P ein System von 2 Geraden, welche die primére
Hilfsfliiche in der Ordnung » berithren und ihre Richtungen aus der Relation cos(«,+ »p)=0 oder aus der

Relation a, 4 rp',,=m= +—; beziehen, sobald man m der Reihe nach eine jede von den Zahlen 1, 2, 3. .2#

sein lisst. Man findet das Winkelsystem [, p'y, p'5- . 22,1, 1'2.] mit der Bestimmungsgleichung

y m T %y
@) e
und erhiilt aus der Vergleichung mit (19)
= . T r ] T
(20_!' Hm“,u-m=§_?‘ 3 Ps+1“‘f"a=f-’-s+1"_‘"}ka=;a

Denkt man sich in der Ebene x oy durch p ein System von 4+ Strahlen in den durch y und " angedeu-

teten Richtungen gelegt, so werden je zwei Nachbarstrahlen den Winkel Q?E-.z; einschliessen dergestalt, dass je

ein Strahl des Systems (24) den Winkel halbirt, welcher von zwei Nachbarstrahlen des Systemes (19) gebildet

wird, und umgckehrt.
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Kommt zu den Relationen ¢, = g,=... =g,y =0 noch die Relation 5,= Z ;= z,=0 hinzu, so fallen
die Punkte P und p mit p zusammen, und in diesem Falle stellen die erwihnten 47 Stralen um den Punkt p
herum eben so viele Curvenelemente der Trassen vor, welehe abwechselnd der priméiren und secund:iren Fliiche (26)
angehiren. Der Punkt p ist diesfiillig ein »facher Wurzelpunkt, und der Ausdruck x+4 7y eine »fache Wur-
zel der Gleichung F (%)= 0.

In Beziehung anf den continuirlichen Verlauf eines primiiren conjugirten Curvenzweiges bilden wir uns
durch successive Differentiation der der secundiiren Trasse angehirigen Gleichung z, =0 folgendes Schema:

=
Ziy+z=0
Zity—2 Y+ 22,y + 2, =0
L5+ 2(Z4y— 20 vh— 23y — 320" + 3 2y, + 2, =0 (27)
. Zyyy+2(4— 325’:]?)'3_""292! Bl 3(_’{‘/39'12‘“2:3?:‘: + Z3) Yy +
+ (s —4 2,y 62y + 42y, +2)=0... &

d*y

T verstanden wird.
H H

wobei®anz allgemein s!y, =

Sei nun x4 7y einem Punkte der secundiiren Trasse angehirig, welcher bereits in einer angebbaren
Distanz von einem vielfachen Punkte dieser Trasse sich befindet, fiir welchen somit der Ansdruck Z, nicht
verschwindet, so kinnen wir ohne Anstand aus (27) die Werthe von y,, v,, ;. ..bestimmen. Soll nun fiir
ein missiges Increment Az der Punkt (z 4+ Ax+7(y+ Ay)) in der secundiiren Trasse sich befinden, so erhal-

ten wir zur Bestimmung von Ay folgende Relation:
Ay=yAetyAct+yA8+y Ayt . .. (28)
Bestimmt man dann aus den Gleichungen |
peosp=Az , psinp=Ay

die Werthe von ¢ und p, so wird man in den Stand gesetzt, mittelst der Relation

Zy= Zy+ 5 p oS (ut-2,) + g c0s (2pta,) + & (29)
den Werth von 7:0 zu berechen, um zu sehen, wie weit man sich, den Curvenzweig verfolgend, der Ebene
2oy und somit dem Wurzelpunkt selbst geniihert hat.

Aus der gepflogenenen Auseinandersetzung geht zur Geniige hervor, dass man von einem beliebigen,
der Gleichung =y =0 geniigenden Ausdrucke (x +7y) ausgehend, auf einen Punkt des conjugirten Curven-
zweiges kommt, von welchem aus diese Curve entweder unmittelbar nach einem Wurzelpunkt zustrebt, oder (30)
unter gewissen Bedingungen zu solchen Orten der primiiren Hilfsfliiche leitet, von denen mehre Curvenzweige
gleichzeitig ausgehen, ihren Verlauf gegen die Ebene xoy hin nehmen, und mindestens zu eben so vielen
Wurzelpunkten hinzielen.

§. 3.
Uber die horizontale Einschliessung der Wurzelpunkte.

Sei p, ein 7facher Wurzelpunkt durch den Ausdruck =+ 7y betimmt, so miissen vor Allem die Relationen:

Gg=0, =0y =03=...= g, =0,
Zo=Zl-——.Zx=Z3=...=Z,_‘=U, (1)
Zy= 2 = g, =2,=...= z,_, = (0 stattfinden.

Denksehriften der mathem.-naturw. 1. XXX, Bd. Abhandl. von Nichtmitgliedern. ee
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(4)

(3)

(6)

(V)
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Zur Bestimmung der Umgebungspunkte auf der Ebene oy kinnte man den Ausdruck (x4 peosp) 4
#(y + psiny) in Verwendung nehmen, sobald man p und p als die laufenden Coordinaten der Umgebungs-
punkte von p, ansieht. Seien 20, 4, die z-Coordinaten der Umgebungspunkte auf der priméren und secundi-
ren Hilfsfliiche, so findet man auf Grund der Gleichungen

.20 =0, p7 €08 (a, 47 1) + 0,4, p"tleos [a,._H +(=+1) {A] + &

2, =0,p" 8in(a,+7rpr) 4 g4, p" siD [ar+1+ (r-{-—])p] + &

fiir beliebiges p. und ein sehr kleines p die niichsten Umgebungspunkte von p,, und man kann diestfillig bei

L . - - ] = - o .
der Bestimmung von Z, und 2, die hiheren Potenzen von g vernachliissigen, und, sich mit den Anfangsglie-
dern begniigend, schreiben:

Zy=¢6.preos(a,+rp) , Z,=oa:p" sin(a,4rp),

und hieraus ergibt sich das Umgebungsverhiltniss
Qu= cotg (a,+7p) =(4,: )

Wiihrend p allmihlig die aufeinanderfolgenden, zwischen Null und 2z enthaltenen Werthe annimmt,
durchliinft der Ausdruck («,4 »p) allmiihlig Werthe, welche zwischen «, und («,+- 2 x) enthalten sind. So
oft der Ausdruck («,+7p) wiihrend seiner allmihligen Zunahme durch die Endpunkte des Iten, 3ten,
bten, (4r—3)ten, (4r—1)ten Quadranten hindurchgehend, aus dem Bereiche eines ungeraden in den Be-
reich eines geraden Quadranten hiniibertritt, geht der zugehorige Werth von (), aus dem positiven Zustande
durch Null in den negativen Zustand iiber.

Den so aufgefassten Ubergangszustand konnten wir symbolisch durch {4 0 — 1} kennzeichnen und mit
dem Namen positve Mutation belegen. In gleicher Weise mag das Symbol {— 0 4 1} aufgefasst werden,
und mit dem Namen negative Mutation belegt werden. Bezeichnet man die positiven Mutationen in Bezug
auf ihre Anzahl mit positiven Zahlen — und mit negativen Zahlen die Anzahl negativer Mutationen — so soll
von nun an unter der Anzahl der Mutationen im generellen Sinne diejenige positive oder negative Zahl ver-
standen werden, welche aus der algebraischen Summirung dieser beiden Anzahlen hervorgeht. Ist etwa die
Anzahl der positiven Mutationen = 8, und die Anzahl der negativen — —12, so erhiilt man diesfillig:

Anzahl der Mutationen = 8 4 (—12) = —4.

Auf Grund des in (4) Gesagten konnen wir behaupten, dass das Umgebungsverhiltniss ¢, die positive
Mutation 2rmal darbieten muss, sobald p bloss im fortschreitenden Sinne allmiéhlig die Werthe von Null bis
9~ durchliuft. Da aber der allmiihlige Ubergang von einem p-Werthe zum folgenden niichst grisseren
p-Werthe als gleichbedeutend angesehen werden kann mit dem Ubergange von einem Punkte zum niichst-
folgenden Punkte der Umgebungscurve des vorliegenden rfachen Wurzelpunktes p,, so lisst sich auf Grand
des Vorangehenden auch Folgendes aussagen:

Beniitzt man zur Auswerthung des Verhiltnisses Q,z/:‘, : £, nach und nach alle Punkte, welche der néich-
sten Umgebhungscurve eines »fachen Wurzelpunktes angehiren, so erhiilt man:

Anzahl der Mutationen = 2.
Es ist eigentlich fiir #+ =2+ pcosp, y=y-+psinp, d_xy:}) A

F (&) cos D — g (&) sin

Qp — Q.'Ir;r - : T
f(z)sin D+ ¢ (&)cos D
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Es bleibt jedoch an der Sache gar nichts geiindert, wenn man in (7) die Striche durchgehends weglisst
und dabei bemerkt, dass zur Bestimmung von ¢, , nur diejenigen Werthe von @ und y zu verwenden sind, ®)
welche den in der Umgebungsecurve liegenden Punkten zur Bestimmung dienen. Auch ist im Vorangehenden
stillschweigend vorausgesetzt, dass kein Punkt der Umgebungscurve gleichzeitig ein Wurzelpunkt sein darf.

Die Richtung der Punktfolge in der Umgebungscurve, welche beobachtet werden muss bei der suecces-
siven Ausmittlung der jeweiligen Grisse von (), ,, ist der Erzeugung des im Zunehmen begriffenen Winkels
¢ zufolge in demjenigen Sinne zu veranstalten, in welchem sich ein positives Stiick der Axe oa um die 2-Axe
zu drehen hat, um nach Zuriicklegung eines Quadranten in die Richtung der positiven Halbaxe oy zu gelan- (9)
gen. Wiirde man jedoch diese Umgehungscurve nicht in dem eben beschriebenen, sondern im entgegenge- ~~
setzten Sinne verwenden, um die Aufeinanderfolge der Werthe von ¢, , zu ermitteln, so miisste man in die-
sem Falle zu 2r negativen Mutationen, d. h. zu — 2+ Mutationen gelangen.

Die Umgebungscurve lisst sich trotz des sehr kleinen p auch in einer solchen Gestaltung denken, dass
man beim fortschreitenden Durchlaufen ihres Bogens in einigen Partieen ihres Umfanges die entsprechenden
Partieen des p-Winkels im riickschreitenden Sinne erzeugen muss. In diesem Falle wolle man nur bedenken,
dass dem durchlaufenen Totalumfange der Umgebungscurve der erzeugte p-Werth die Grisse 2z erreichen
muss, = dass demgemiiss die einmal im retrograden Sinne erzeugten Partieen des p-Winkels ein zweimaliges

Erzeugen derselben p-Partieen im fortschreitenden Sinne bedingen, — dass dann in weiterer Consequenz auf i
eine in diesen Partieen sich ergebende Anzahl von etwa 5 negativen Mutationen eine Anzahl von 2 < 5 =10
Mutationen (positiven Mutationen) nothwendig erfolgen muss; — und man wird schliesslich zugeben miissen,
dass auch fiir solche Partieen des p-Winkels die regelrechte Anzahl der Mutationen in der Zahl 5 sich
ergeben muss.

Man kann demgemiss im generellen Sinne folgenden Satz aussprechen :

Bei beliebiger Form der Umgebungscurve eines rfachen Wurzelpunktes liei'ert(“}

das Umgebungsverhiltniss ¢,, 2-Mutationen.

Denken wir uns jetzt eine beliebig ausgedehnte geschlossene Curve in xoy. welche weder an ihrem
Umfange, noch in dem von derselben eingeschlossenen Raum einen Wurzelpunkt beherbergt, so lisst sich(12)
erweisen, dass (), , in Bezug auf die Punktfoige in dieser Curve die Nulle als Anzahl der Mutationen
bieten muss.

Eine derartiz angenommene Curve sei Az. Diese mige
WPl g s° mi, P p % theils durch primire mit pp’, theils durch secundiire mit s s’ an-
i {amel -Ii ~ gedeutete Trassenzweige durchfurcht sein. Vor Allem ist es
! B ( e AR klar, dass innerhalb dieser Curve keine Begegnung zwischen (13)
' ; J | i 5 | fu verschiedenartigen Trassenzweigen erfolgen darf, weil der
\ | Hypothese zuwider ein jeder dieser Begegnungspunkte einen
{ ?_ ! Wurzelpunkt abgeben miisste.
: EH“L_L_L__ { A Zwischen je zwei mit pp’ und ss' angedeutete Trassen-
TR R R N T zweige kimnen wir uns einen Linienzug wie m, m,", m,m," ver-
zeichnen, in deren Verlaufe kein Punkt vorhanden sein kann,
fiir welchen irgend eine von den Grissen verschwindet. Dies sind somit Linien, in deren Verlauf ¢, , keine
Mutation zu liefern vermag.
Der Totalumfang der Figur (13) Lisst sich durch Einschaltung solcher in Bezug auf Mutationen indiffe-
renter Ziige in continuirlicher Form aus folgenden Partialziigen zusammensetzen :

! ! { ’ {vn i el I e T AT " \
myp fapmlml,mlmtssmtmx,mzmappupp Mg Me8 8 My (14)

Der erste Linienzug ist ein geschlossener und bringt bei constantem Vorzeichen von z, bloss in den
zweil mit p bezeichneten Punkten das Z, zum Verschwinden, liefert somit keine Mutation.

ee®
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Der zweite Zug mit dem vierten in Verbindung ist ebenfalls ein geschlossener, enthiilt keine mit p be-
zeichneten Punkte an seinem Umfange, bietet somit auch keine Mutation.

Aus demselben Grunde, wie der erste, bietet auch der dritte Zug keine Mutation.

Da nun ein idhnlicher Vorgang sich bei einer jeden derartig angenommenen Curve denken lassen wird,
so ist im Vorliegenden der in (12) angekiindigte Satz dargethan.

Die Linienziige L, =u/kw»nw, L,=wun»mu, von denen der erste den »fachen Wur-
zelpunkt p,, und der zweite keinen Wurzelpunkt beherbergt, lassen sich in einen einzigen
Lienienzug L — uhenunvmu — whvmu zusammensetzen. Der erste liefert 2», der
zweite hingegen Null als Anzahl der Mutationen. Der zusammengesetzte Zug /L, bei
welchem sich die Ziige »n« und un» in Bezug auf die Anzahl der Mutationen tilgen,
liefert offenbar auch 2» als Anzahl der Mutationen,

Es lisst sich somit die Umgebungnlinie eines Wurzelpunktes beliebig erweitern
ohne die Anzahl der Mutationen zu beirren, wofern nur in dem hinzugekommenen
Raum und Umfang keine neuen Wurzelpunkte zu liegen kommen.

Ist p, ein »facher, und p, ein »facher Wurzelpunkt, so wird der Zug L, =nwumsn die Zahl 2, und
der Zug L, =nsmon die Zahl 2»' als Anzahl der Mutationen bieten. Aus L, und
L, lisst sich durch Weglassung der sich tilgenden Ziige »sm und msz der Linien-
g L—mnumvn zusammensetzen, welcher somit die Zahl 2 (4 +) als Anzahl
der Mutationen liefern muss.

Diese Betrachtung liisst sich auf eine beliebige Anzahl zerstreuter Wurzelpunkte
ausdehnen und fiihrt zum folgenden Satz:

Enthiilt eine wie immer gestaltete Umgebungslinie an ihrem Umfange keinen
Wurzelpunkt, und im Bereiche des von ihr eingeschlossenen Raumes die durch
angehiingte Zeiger zu deutenden vielfachen Wurzelpunkte p,, p., por, por...,
so wird sie in Bezug auf das Umgebungsverhiiltniss ¢), , die Zahl 2(» 4 »' 42"
4" 4-....) als Anzahl der Mutationen bieten.

Oder: Eine angenommene Umgebungslinie veranlasst in ()., eine doppelt so grosse Anzahl von Muta-
tionen, als die Anzahl der innerhalb derselben eingeschlossenen Wurzelpunkte betriigt.

Die Umkehrung des Satzes ist offenbar gestattet und spricht sich im Folgenden aus:

Bietet der Ausdruck ()., in Bezug auf eine angenommene Umgebungslinie eine gewisse Anzahl von
(19) Mutationen, so sind im Bereiche des von ihr eingeschlossenen Raumes die Hilfte so viel Wurzelpunkte

angedeutet.

Ist = 4 7y kein Wurzelpunkt der Gleichung; ist ferner &=z + pcosp, y =y psinp und bei beliebi-
gem p p= oo, so stellt die aus dem verinderlichen Ausdrucke &+ 7y hervorgehende Punktfolge einen aus
dem Centrum z 4 2y mit einem unendlich langen Radius = p beschriebenen Kreisumfang vor, innerhalb des-
sen ganz gewiss die simmtlichen der gegebenen Gleichung angehirigen Wurzelpunkte zu liegen kommen.
Bei der Bildung des Ausdruckes ();, ist es bei p =00 nur nithig in seinem Zihler und Nenner bloss Glie-
der mit der zten Potenz von p beizubehalten, sobald die Gleichung vom xten Grade vorausgeseizt wird,
und man erhilt

20 191 nE00B tuirk BB G iy np).
) Quy Gpin SIN (o, + 7 ) P - atl)
Fiir alle moglichen, zwischen Null und 2z liegenden p-Werthe wird ()., ganz gewiss die Zahl 2 als
8 ) [ wy & g
Anzahl der Mutationen hieten, und hiemit besagen, dass im Bereiche der unendlichen Kreisfliche, d. h. im
(21) Bereiche der Ebene woy n Wurzelpunkte der Gleichung angedeutet sind. (Dies wiire ein zweiter Beleg fiir
den in §. 1 ausgesprochenen Satz.)
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Denken wir uns zwei Werthe von p, etwa p, und p,, von der Beschaffenheit, dass infolge derselben die
Relation (o, 4 % py) — (@ + 2 ) = = erfiillt wird, so erhalten wir

i

By A . (22)

Von den Ausdriicken (a, + 2p,) und («, 4 #p,) bildet entweder keiner ein Vielfaches eines Quadranten,
oder sie bilden gleichzeitig ein gerades, oder gleichzeitiz ein ungerades Vielfache eines Quadranten.
Wenn nun p, die Stelle einer positiven Mutation fiir ¢, , andeutet, so muss dies auch bei p, der Fall sein.
Demgemiiss erscheinen die 2z mioglichen Stellen der positiven (23)
Mutationen auf der unendlich grossen Kreisperipherie so ver-
theilt, dass je zwei den Nachbarpunkten dieser Art angehirigen

a . . T B :
Kreisradien den constanten Winkel — einschliessen.
n

Ein jeder Durchmesser dieses Kreises, d. h. eine jede
unbegrenzt gedachte , durch einen beliebigen Punkt = 4 7y
gelegte Gerade theilt die erwiihnte Kreisperipherie in zwei Hiilf-
ten ab, deren jede durch ihre Punktfolge im Ausdrucke (,, die(24)

positive Mutation z-mal veranlasst. Wie aber schon erwiihnt
wurde, darf die Durchmessergerade keinen Wurzelpunkt in sich
bergen.

Sei nun in (25) im verjiingten Massstabe ein solcher Kreis dargestellt, p sei der dem Ausdrucke x4 7y
entsprechende Punkt, und ««' der ins Ange gefasste Diameter, welcher durch seine Punkitfolge in )., die (25)
Zahl v als Anzahl der Mutationen veranlasst. '

Sind in der einen Kreishiilfte =, in der andern »' Wurzelpunkte angedeutet, so findet man, da auf
jede Peripheriehiilfte » Mutationspunkte fallen:

n+v=2m, —v+n=2m', hieraus
1 .30k il , i
=g (n4v); m :—?'—(?z—u) , V=m—m (26)

wobei selbstverstindlich die Gerade ww’ in ihrer ganzen Ausdehnung zur Bestimmung von » zu verwenden
sein wird.

Seien die Geraden L,//L, so beschaffen, dass die betreffenden Punktfolgen in (), die Zahlen v, v, als
Anzahl der Mutationen veranlassen, so erhiilt man

1
(Ly - Ly)= 9 (v —w) (27)

sobald das Symbel (Z,...L,) zur Bezeichnung der Anzahl von Wurzeln dient, welche auf dem zwischen L,
und L, enthaltenen Streifen ihre Wurzelpunkte haben.

Um die Anwendung der in diesem §. gewonnenen Siitze (12) (19) (26) (27) so bequem als miglich zu
machen, theile man die um den Axenursprung herumliegenden Partien der Ebene oy nach Belieben in
grissere oder kleinere Rechtecke ab, deren Seiten beziehungsweise zu den Axen o, oy parallel liegen.
Jedes dieser Rechtecke kann man als eine Umgebungslinie von Wurzelpunkten ansehen und hehufs der Ermitt-
lung der Anzahl der innerhalb dieses Rechteckes angedeuteten Wurzeln untersuchen, wie gross die Hiilfte der
Anzahl der Mutationen sei, welche die Punktfolge am Umfang des in Betracht gezogenen Rechteckes in Bezug
auf ()., bietet. Hiebei tritt der besonders giinstige Umstand ein, dass die Untersuchung beziielich der Punkt-
folge der einzelnen Seiten des aufeenommenen Rechteckes sich bloss anf eine der Variablen bezieht, weil
bei jeder der vier Umfangslinien von den Coordinaten #, y immer eine constant sich ergibt.

(28)
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Seien fir o' >a, b’ >betwax=a, c=a ;y=>b, y==>die Gleichungen der vier Geraden, in denen
die Seiten des zu untersuchenden Rechteckes enthalten sind, so kommt es daraufan: den Ausdruck ¢/, von
y=0b'bis y=25; den Ausdruck (., von & —a’' bis z=a; den Ausdruck ¢,, von y =54 bis y=25'; und
endlich den Ausdruck (), von z = a bis 2= o’ zu untersuchen, in jedem dieser Fille die Anzahl der Mutatio-
nen anzugeben, um schliesslich aus der Hiilfte des Gesammtbetrages der Anzahlen der Mutationen die Anzahl
der im betreffenden Rechtecke angedeuteten Wurzeln zu erfahren. Die mit ¢ bezeichneten Ausdriicke lassen
sich diesfiillig in folgenden Formen darstellen:

o A, + 4,y + As;‘/! ==
A+ A y+ 4,y +

Qay
(29)
',BU__+ Bl..i,‘ + ])’.2.{.‘2 —|— . s
B + B/ x+ B, «* +

Qab=

in welchem die mit A4 bezeichneten Coéfficienten auns der constanten Coordinate x =, und die mit B be-
zeichneten aus der constanten Coordinate y = & berechnet werden.

In jedem dieser Fiille (29) kommt es darauf an, in der Zihlerfunction innerhalb der angedeuteten Gren-
zen die moglichst kurzen Partialintervalle zu bestimmen, in welchen die einzelnen priméiren Werthe der
Variablen liegen, welche dem Zihler den Nullwerth ertheilen, dergestalt, dass innerhalb eines solehen

(30\'l-'artialintervalles die Nennerfunetion nicht verschwindet und somit ein constantes Vorzeichen beurkundet.
'Die aus jedem solchen Intervall unmittelbar hervorgehende Mutation wird eine positive oder eine negative
sein, je nachdem das constante Vorzeichen des Nenners mit dem Vorzeichen des Zihlers im Vororte seines
Verschwindens iibereinstimmt oder nicht.

Sind die in (27) erwiihnten Geraden L, L, durch die Gleichungen == a,, x=a, dargestellt, so hat
man es mit den Ausdriicken @, , und ¢, , zwischen den Grenzen y = — oo bis ¥ = oo zu thun, um die be-
treffenden Mutationsanzahlen v, und v, zu bestimmen.

Bisweilen ist es vortheilhafter, statt ¢),, den Ausdruck —(¢.,)~! in Bezug auf die Mutationsanzahl zu
consultiren und dies besonders in denjenigen Fillen, wo der Zihler von ()., in Bezug aut die in Betracht
gezogene Variable einen hoheren Grad beurkundet als der Nenner. Es ist niimlich

(31) - (J:., = tang («.+»p)
ein Ausdruck, welcher hei Ubergiingen des Bogens («, + »p) aus dem Bereiche eines geraden Quadranten
in den Bereich eines ungeraden, gerade so, wie der Ausdruck ¢, , 2» Mutationen darbieten wird.

Das sub (30) angegebene Verfahren zur Ausmittlung der Mutationsanzahlen von ¢, , @, werden wir
in einem der spiiteren Paragraphe sowohl durch Rechnung, als auch durch Construetion durchzutiihren lehren.
Hier moge noch eine dem Mathematiker Sturm nachgebildete Methode zum Vortrag kommen, welche einer-

(32) seits sich durch die Einfachheit der ihr zu Grunde liegenden Theorie, andererseits in diesem Falle sich be-
sonders dadurch empfichlt, dass man mit ihrer Anwendung die Mutationsanzahl anzugeben vermag, ohne
nach den wirklichen Stellen zu fragen, an welchen ¢, ,, ., durch Null hindurchgeht.

Zwei Functionen bilden fiir solche Werthe der ihnen zu Grunde liegenden Variablen einen Zeichen-
wechsel (Variation), fiir welche die entsprechenden Funectionswerthe entgegengesetzt bezeichnet
erscheinen.

(33) Zwei Funetionen bilden fiir solche Werthe ihrer Variablen eine Zeichenfolge (Zeichenpermanenz), fiir
welche die entsprechenden Functionswerthe gleichbezeichnet sich ergeben.

Bei einer Reihe von mehreren, etwa (m 1) Functionen kinnte man bei jedem der m moglichen Paare
yon Nachbarfunctionen angeben, ob sie bei gegebenem Werthe ihrer Variablen den Zustand eines Zeichen-
wechsels oder den einer Zeichenfolge aufweisen. Findet man hiebei « Zeichenwechsel und § Zeichenfolgen,
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so muss offenbar die Gleichheit « 4 2 —=m zutreffen. Ergeben diese (m 4 1) Functionen beim Ubergange
von einem Werthe der Variablen zu einem anderen einen Gewinn an Zeichenwechseln ; so muss nothwen-
diger Weise ein eben so grosser Abgang an Zeichenfolgen sich kundgeben, und umgekehrt.

Die Durchgangsstelle von ¢.,, ¢,, durch eine positive Mutationsstelle ist in Bezug auf das Funections-
paar Z,, z, diejenige Stelle, wo die Zeichenfolge dieses Functionspaares in einen Zeichenwechsel iibergeht. (34)
An den Stellen, wo die Ausdriicke ¢,,, ()., eine positive Mutation aufweisen, geht der Zeichenwechsel
Z,» % in eine Zeichenfolge iiber.

Denke man sich eine Reihe von Functionen :

des Functionspaares z

Zos 25 315 Be1 B3y v ¢ - Br—1o B (35)

von der Beschaffenheit, dass die denselben im Beginne eines Intervalls zukommenden Anzahlen von Zeichen-
wechseln und Zeichenfolgen nur an denjenigen Stellen eine Anderung erfahren, an welchen Z, durch Null
hindurchgeht, also nur an Stellen je um eine Einheit sich lindern, wo die dem Funetionspaare (Z,, z,) ent-
sprechende Zeichengruppe einen Ubergang von Zeichenwechsel zur Zeichenfolge, oder von Zeichenfolge
zum Zeichenwechsel beurkundet. Einer solchen Functionsreihe kinnten wir uns dazu bedienen, um in dem
ihr je;veilig angehorigen Zeichencomplex die im Verlaufe des Intervalls beim Paare (Z,, z)) nach und nach
auftanchenden Zeichenwechsel oder Zeichenfolgen aufzuspeichern, und dann am Schlusse des Intervalls den
Gesammtgewinn oder Gesammtverlust an Zeichenwechseln zu erfahren, und denselben beziehungsweise
dureh eine positive oder negative Zahl ¢ auszudriicken. Die Zahl ¢ ist der Unterschied, welchen man erhiilt,
wenn man von der Anzahl Stellen, an welchen (Z,, z,) einen Ubergang von Zeichenfolge zum Zeichen-
wechsel beurkundet, die Anzahl derjenigen Stellen subtrahirt, an welchen dieses Functionspaar einen Uber-
gang vom Zeichenwechsel zur Zeichenfolge darbietet. Der in (34) angefiihrten Aussage gemiiss erhiilt man (36)
auch ¢, wenn man in Bezug auf das angenommene Intervall von der dem ()., znkommenden Anzahl positi-
ver Mutationen die Anzahl der diesem Ausdrucke in demselben Intervall angehirigen negativen Mutationen
subtrahirt. Eine in dieser Weise aufgefasste Zahl & stellt somit ganz genau die Anzahl der im anberaumten
Intervall stattfindenden Mutationsanzahl vor, wie solche bereits sub (4) und (5) zur Sprache gebracht
wurde.

Im Sinne Sturm’s vorgehend, erhilt man die zum vorgelegten Functionspaare (Z,, z,) erforderliche
iibrige Reihe 3, 35 33 - - - 3—p 3~ als eine Reihe von aufeinander folgenden Resten, welche zum Vorschein
kommen , wenn man in Bezug auf (7, z,) dasjenige Verfahren beobachtet, welches behufs der Auffindung
ihres grossten gemeinschaftlichen Maasses vorgeschrieben ist, mit der einzigen Nebenbemerkung, dass man
den jeweilig gefundenen Rest vorerst entgegengesetzt zu nehmen hat, bevor man denselben bei der fortge-
setzten Operation als den niichstfolgenden Divisor verwendet.

Dem eben Gesagten gemidss muss die auf diese Weise hervorgehende Functionsreibe folgenden Rela-
tionen geniigen :

Zy=qp2—

o

=0 }—h

(37)

=928 33

Br—e = Tr—1dr—1 — ¥ »

wobei die Operation des successiven Dividirens so weit fortgesetzt gedacht wird, bis man auf einen von der

Variablen unabhiingigen und von Null verschiedenen Rest 3. kommt. Dies gelingt uns jedesmal, sobald die

in Betracht gezogene Umgebungslinie keinen Wurzelpunkt in ihrem Umfange beherbergt. (38)
Ein gleichzeitiges Verschwinden eines Paares von Nachbarfunctionen aus der Reihe (35), etwa des

Paares (3,, 3;) ist unstatthaft, weil zufolge der dritten und vierten Relation in (37) wegen 3, =;3,=0
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(39) auch 3, und 3, verschwinden miisste. Der Zustand des gleichzeitigen Verschwindens eines Paares miisste
sich demgemiiss auf das vorhergehende Paar (3,, 3,) und auch auf das niichstfolgende Paar (35, 3,) ver-
erben und schliesslich das gleichzeitige Verschwinden von 7, und z, und j. im Gegensatze zu (38)
bewirken.

. Bringt ein Werth der Variablen eine der mittleren Functionen aus (35), etwa j,, zum Verschwinden, so

e driickt er vermige (37) den Nachbarfunctionen 3, und 3,;, gleiche und entgegengesetzte Werthe auf.

Die Function 3, erhiilt zwar unmittelbar vor und nach dem Verschwinden entgegengesetzte Vorzeichen,

(41}liefert jedoch, mit beliebigem Vorzeichen genommen , in Bezug auf die entgegengesetzten Vorzeichen der
Nachbarfunetionen 3,_,, 3,4+, jedesmal nur Einen Zeichenwechsel und Eine Zeichenfolge.

Die Anzahl der einer Functionsreihe (35) angehirigen Zeichenwechsel und Zeichenfolgen wird nicht ge-

(42) éindert, so lange keine dieser Functionen durch Null hindurchgeht, aber zufolge (41) auch dann nicht, wenn

bloss Eine oder auch mehre der intermediiiren Funetionen in (35) durch Null hindurchgehen.

So oft aber Z, durch Null hindurchgeht, vermehrt sich jedesmal die Anzahl der bestehenden Zeichen-
wechsel um eine Einheit, oder nimmt um eine Einheit ab, je nachdem der Ausdruck )., vel ¢),, an dieser
Stelle eine positive oder negative Mutation beurkundet.

Aus dieser Darstellung ist geniigend zu ersehen, dass die nach Sturm construirte Functionsreihe alle

(43)

erwiinschten und in (36) angedeuteten Eigenschaften aufweist und demgemiiss zur Auffindung der Mutations-
anzahl fir @,,, ¢, sich vollkommen eignet.

Um also die Anzahl der Mutationen in Bezug auf ()., im Intervall (z = a, bis x =a,) zu bestimmen, ver-
fiihrt man also :

44) Man construire nach (37) die Functionsreihe Z, =z, 3, 3, - - - 3-; berechnet ihre Werthe fiir 2: = a, und
erhiilt ans der sich ergebenden Zeichenreihe etwa p, Zeichenwechsel; dann fiihre man in den Functionen die
Substitution @ = a, durch, und erhiilt aus der hieraus resultirenden Zeichenreihe etwa p, Zeichenwechsel,
schliesslich findet man fiir ¢),, im anberaumten Intervall

(45) Anzahl der Mutationen fiir ()., =p,—p, .

Im Falle ¢, = — o0, a,=oe ist die Ausmittlung der Anzahl der Mutationen hichst einfach, weil hiebei
4¢)in einer jeden Funetion bloss ein einziges, und zwar das mit der hochsten Potenz von = begabte Glied zu be-
riicksichtigen ist.
Einer besonderen Erwiihnung verdient der Fall, wo in ¢),, der Neuner eine derivirte Function des mit
lauter primiiren Coéfficienten begabten Zihlers ist. In diesem Falle hat man :

s i L e (. s N )
(47) T W B B R N R e

Ist @ eine Wurzel der Gleichung f(«) = O und g sehr klein, so erhiilt man :

flatp) f(a) 4 pfi(a) . efi(a) 205
filet+p) — fila)+efila) fi(a) 4
(48) __fletp)
O r=ae+p —fl(“'}“f‘) 5

hiemit

Hieraus ersicht man, dass @,, vor jedesmaligem Verschwinden sich negativ, und unmittelbar nach dem
Verschwinden positiv gestalten muss, weil der erste Zustand aus einem negativen, der letztere aus einem
positiven p hervorgeht. Der Ausdruck ., bietet diesfillig in jedem beliebig angenommenen Intervall lauter
negative, etwa p. Mutationen, und —p ist dann die verlangte Anzahl der Mutationen.

In diesem Falle bilde man sich nach (37) die Functionsreihe

{49) F@ s fi@) ks kb



Studien im Gebiete nuwmerischer leichungen. 241

substituire in dieser Reihe durchgehends 2 =a,, und erhiilt wie oben etwa p, Zeichenwechsel; dann findet
man entsprechend der Substitution z=a, etwa p, Zeichenwechsel, und hat schliesslich:

Anzahl der Mutationen = p, — p, = —(

Hiebei ist jedoch die Bedingung festzuhalten, dass f(«) und f(«) im angenommenen Intervall nicht
gleichzeitig verschwinden diirfen, dass somit die Gleichung f(z)=0 im gegebenen Intervall keine wieder-
holten primiiren Wurzeln besitzen darf. Auch ist es leicht zu ersehen, dass die in (49) erhaltene Zahl
geradezu die Anzahl Stellen andeutet, in welchen der Ziihler £(z) durch Null hindurchgeht, dass also (u,—pu,)
anf die Anzahl der primiiren Wurzeln hinweist, welche im angenommenen Intervall enthalten sind und der
Gleichung f(x)=0 angehiren.

Aus (48) sieht man, dass an jeder Stelle des Intervalls, wo der Zihler f(«) verschwindet, im Vororte
des Verschwindens Zihler und Nenner verschieden bezeichnet, und unmittelbar nach dem Verschwinden
gleichbezeichnet erscheinen miissen, dass also beim Ubergange durch eine solehe Stelle im Bereiche der
Functionsreihe jedesmal eine Zeichenfolge gewonnen wird. Hieraus ist klar, dass gleichwie der Zihler beim

Py—lg) - (50)

Ubergange von irgend einem Vororte seines Verschwindens zum niichstfolgenden Vororte dieser Art sein (51

Vorzeichen wechselt, dass auch der Nenner f,(z) innerhalb derselben Vororte, somit auch innerhalb der
Verschwindungsstellen selbst sein Vorzeichen iindern muss. Hieraus folgt, dass innerhalb zweier einander
niichsten Verschwindungsstellen von f(x) sich je eine ungerade Anzahl Verschwindungsstellen von f, (x)
ergeben muss. Es lisst sich schliesslich behaupten, dass zwischen unmittelbar avf einander folgenden, pri-
miiren der Gleichung f(2)= 0 angehirigen Wurzeln « und 4, je eine ungerade Anzahl primiirer Zahlen ent-
halten sein miisse, welche der Gleichung f,(x)=0 angehoren.

Um diesen Fall ins helle Licht zu setzen, sei

flu) =0

eine mit primiren Coéfficienten begabte und dem nten Grade angehtrige Gleichung. Den dieser Gleichung
entsprechenden Ausdruck ¢),, findet man aus

2

F@—LA@+LA@ ...

M L
@) —53f@) + 3@ —- -

Eine zur Axe «'x parallele, neben derselben

¥ sehr nahe liegende Gerade L'L hat zar Gleichung

(3 'D (y=00"= p) und kann als eine solche angesehen wer-

den, welche in ihrem Verlauf keinen der Gleichung (52)

angehtrigen Wurzelpunkt beherbergt. Von den even-

shgllat nreom) o L tuell miglichen, in ' liegenden wiederholten Wur-
X ! x  zelpunkten gehen bekanntlich zwei Systeme von Hilfs-
trassen aus, von denen das erste der primiiren, das

@ ) zweite der secundiren Fliche angehtrt und in xoy

. lagert. Inder Niihe des erwiihnten wiederholten Wurzel-

L punktes schliessen je zwei demselben Systeme ange-

hirige Trassenzweige einen constanten Winkel ein,
und sind in oy so gelagert, dass je ein Trassenzweig des einen Systems den Winkel halbirt, welchen die
Nachbarzweige des anderen Systems einschliessen. Hieraus geht hervor, dass mit Bezug auf LL' auch an
solchen Stellen Zihler und Nenner in (53) nicht gleichzeitig verschwinden diirfen , weil ja die Begegnungs-
punkte der 'L mit den erwiihnten Trassenzweigen in abwechselider Aufeinanderfolge bald der primiren,

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XXX. Bd. Abbandl. von Nichtmitgliedern. if

e
| W)

(54)
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bald der secundiiren Trasse angehiren, und somit in regelmiissiger Abwechslung bald den Ziihler, bald den
Nenner zum Verschwinden bringen.

Man konnte 00’ = s eine angebbare , nicht nothwendig unendlich kleine Grisse sein lassen, insofern
nicht zu besorgen ist, dass in dem Raume zwischen L' L und z'z irgend ein der Gleichung (52) angehiriger
Wurzelpunkt sich aufhiilt.

Hat man sich einmal iiber die Wahl der Distanz ¢ entschieden, so substituire man im Ausdruck (53) fiir
y diesen Werth und ordne den Zihler und Nenner nach den Potenzen von @, und erhilt etwa:

(56) 0. _htAzt 4zt ... 9()
B VE o SRR e T T

Die nach (31) bestimmte Functionsreihe ¢ (x), (), 3, 3, - - - 3 bietet fir z=a, etwa p, Zeichen-
wechsel, und fiir @ = a, etwa p, Zeichenwechsel.

Sind in (54) oberhalb I/L m' Wurzelpunkte, und unterhalb 'L m Wurzelpunkte der (52) angedeutet,
so findet man vor Allem

(57) m = m' -+ P

sobald p die Anzahl der im Intervall (a,—a,) befindlichen primiren Wurzelpunkte, hiemit auch die Anzahl
der primiren der (52) angehirigen Wurzeln andeutet. Andererseits findet man nach (45)

(98) m —m=p,—p, , hiemit p=p —p, .

in den Formen :

In Beziehung anf das verhiltnissmiissig kleine ¢ kinnte man den Bruch 5:( )
i

(@)

S mtb Pl ! Pt D s
nf fl]_ ._-_] .)‘2(\.:(') f(-f»t‘) = ':_..) fz‘” + E_j_lf-’l(l‘}

;]

(59) Tiz).
fi@)’ fi (@)

;-

i
fi@) — 5 fi(@)

darstellen, sobald man iiberzeugt ist, dass im angenommenen Intervall die Gleichung (52) in Bezug auf die
hichstmiglichste Wiederholungszahl der primiren Wurzeln beziehungsweise die Zahlen 1, 2, 3 ... dar-
hietet.

Der erste dieser Fiille — der vom Mathematiker Sturm in Anwendung gebrachte
cieller Fall des in (56) angedeuteten allgemeinen Verfahrens; er fiibrt uns in den Fillen von wiederholten
Wurzeln withrend der Bildung der nothigen Functionsreihe auf einen Schlussrest, welcher von = abhingt
und das grosste gemeinschaftliche Mass zwischen f(z) und £, (z) darstellt. Insofern dieser Rest im gege-
benen Intervall keine Verschwindungsstellen besitzt, behiilt er fiir das ganze Intervallcontinuum stets das-
selbe Vorzeichen, und in solchen Intervallen lisst sich die mit diesem Reste abschliessende Functionsreihe
zur Angabe der verlangten Mutationsanzahl , hiemit auch zur Angabe der in dieses Intervall fallenden der
Gleichung (52) angehorigen primiiren Wurzeln verwenden. Es lisst sich iiberhaupt die Functionsreihe mit
einem belichigen anderen Reste abschliessen, von welchem man weiss , dass er innerhalb des ins Auge

ist nur ein spe-

(60)

cefassten Intervalls sein Vorzeichen zu wechseln nicht vermag.

Bezieht sich die Bestimmung von p in (52) auf ein Intervall [ = a, bis = a,] dergestalt, dass aus-
serhalb dieses Intervalls die f(z) die Stabilitiit ihres Vorzeichens beurkundet, so driickt p geradezu die
siimmtliche Anzahl der primiiren Wurzeln aus, welche der (52) im Intervall [z = — o0 bis « = 4 oo ange-

(61) horen. Uber die Bestimmung eines moglichst kurzen mit der eben bemerkten Eigenschaft versehenen Inter-
valls werden wir uns bald am Schlusse dieses Paragraphes beschiiftigen. y

In Beziehung auf (52) kinnte man zum Behufe der Ausmittelung der Orte von Wurzelpunkten die Ebene

woy durch ein System von parallelen Geraden L,, L,, L, . .. in Partieen abtheilen und nach (27) befragen,
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ob und wie viel solcher Wurzelpunkte in jeder einzelnen solchen Partie enthalten sind. Fiir eine Gerade die-
ser Art, welche der Gleichung z = « entspricht, erhiilt man fiir 4*=»

¥ Mkt v*
f(a) _fz(“)§+fm(“)§4 = -

Yy Qay _— eﬁ v -
file)—fl)g+h@ zp— -

also einen Ausdruck, welcher in Bezug auf » hiichstens dem iznten Grade angehirt, und dann bloss im Inter-
vall [ =0 bis » = oc] in Betracht zu ziehen sein wird.

Findet man in Bezug auf den rechts stehenden Ausdruck im Intervalle die Zahl p. als Mutationsanzahl,
so ergibt sich fiir den Ausdruek ¢),, im Intervall [y =— o0 bis y=+ oo| die Zahl 2. als Mutationsanzahl,
und man hat schliesslich :

m'=n—+t+p, m=n—_p

mit der Deutung, dass m' Wurzelpunkte auf der linken und » Wurzelpunkte auf der rechten Seite der Gera-
den & =« sich vorfinden.

Aus der in diesem Paragraphe gegebenen Auseinandersetzung kann der Leser von Fall zu Fall genii-
gende Anhaltspunkte schipfen, um nach und nach von grisseren Raumabtheilungen zu immer kleineren und
kleineren Raumpartieen iibergehend, die Orte der einzelnen Wurzelpunkte von einander zu trennen und zur
wirklichen Berechnung der entsprechenden Waurzeln vorzubereiten. Hiebei ist der Umstand als besonders (63)
giinstig anzuerkennen, dass bei giinstiger Gelegenheit die Biirde der Untersuchung der einzelnen Raumpar-
tieen auf mehrere Mitrechner vertheilt werden kann, welche gleichzeitig rechnend, an gemeinschaftlichen
Grenzlinien sich gegenseitig unterstiitzend, sehr rasch die beiliiufigen Orte der einzelnen Wurzelpunkte anzu-
geben vermigen.

Zum Behufe der Auffindung eines theoretisch moglichst kurzen Intervalls, in welchem die simmtlichen
priméiren Wurzeln der Gleichung (52) sich einfinden, sei

fle)y=A2*+ A4, '+ ...+ A4 a7+ ... 4 A 44, =0 (64)

Hieraus findet man :

w
| (65)
[?L—S] An—s pn—ie—s + T -|— [:E‘J -'-[w i

w

ferner sei in (64) von links nach rechts gehend 4,_, der erste negative und 4, , der numerisch grisste von

den negativen Coéfficienten; dann ist in (65) [“;r] A, der erste negative und [RQ?] A,_, numerisch

grisser, als jeder in (65) vorkommende negative Coéfficient. Es ist nimlich der Factor [n—?'] der grosste
w
von den neben negativen A stehenden Binomialcoéfficienten, und 4,_, das grosste von den negativen A,

daher — wie schon bemerkt — das Product [R;r] A, _, numerisch grisser, als jeder in (65) spielende
negative Coéfficient.
Fir 2 >1, 4,>0 ist ganz gewiss

dyart Ay e ta1t . a1 <fle) (66)

daher f(x) ganz gewiss positiv ausfallen muss, sobald der links in (66) stehende Ausdruck positiv sich
ergibt. Dies wird der Fall sein, wenn fiir 4, ,: 4,=—¢& (67)

ff #
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_.rﬂ—r-{-l_l

=& und um so mehr, wenn & (z—1) > £z*—+! oder

Il

2'—1(z—1)> & und um so mehr, wenn (z—1)" >¢;
wenn somit

(68) Ty

gewilhlt wird. Fiir jedes der (68) geniigende x erhiilt (=) ganz gewiss einen positiven von Null verschie-
denen Werth. Daher darf keine der (64) entsprechende positive Wurzel den Ausdruck L iibertreffen.

Setzt man in (65)
() ({1 (e
w r w r

so erhiilt man auf gleiche Weise die Relation

2> (VE+1),

und es lisst sich behaupten, dass die dieser Relation geniigenden z-Werthe eine jede positive der Glei-
(69) chung f£,(z) =0 angehirige Wurzel iibertreffen. Da jedoch £ &', so ist es ausgemacht, dass der Ausdruck
L von keiner positiven Wurzel iibertroffen werden darf, welche aus einer der Gleichungen

f@)=file)=fix)= ... =fiy(®)=7Fiy(x) =0
gezogen wird.
Aus (64) erhiilt man, x =—» setzend:
(70) _ +f(—2)=4,0"— A, v+ 4, onr— .. (=140 (—1)"4,=0.

Bestimmt man hier ebenfalls eine Zahl L', welche von keiner positiven Wurzel der Gleichung (70),
d. h. von keiner negativen Wurzel der Gleichung (64) in numerischer Beziehung iibertroffen wird, so erhilt
man schliesslich ein

(71) von —L' bis L reichendes Intervall,

in welchem alle miglichen positiven und negativen primiiren Wurzeln der Gleichung (64) und ihrer Derivir-
ten enthalten sind.

Im niichsten Paragraphe wollen wir ein geregeltes Verfahren bhegriinden, welches zum Zwecke hat, eine
in einigen Anfangsstellen bereits ermittelte Wurzel einer Gleichung durch Rechnung mit jeder gewiinschten
(enauigkeit zu bestimmen. Um jedoch dem Gang der Rechnung die moglichste Einformigkeit zu verleihen,
wollen wir hier einiger sehr einfachen Transformationen Erwihnung thun, welche uns aus der vorgelegten
Gleichung auf eine andere von der Beschaffenheit bringen, dass der der letzteren als Wurzel entsprechende
complexe Ausdruck x -7y ohne Anderung des numerischen Werthes sowohl in Bezug auf x, als auch in
Bezug auf y positiv ausfalle.

Aus der Gleichung

(72) F(u)=F(u) + g () = 0
ktnnen wir unmittelbar noch folgende drei herleiten :

(73) J(+v)—ip(4w) =0

(74) Sfl—u)+ dp(—u) =0

(7d) J(—u)—ip(—u) =0.
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Ist nun v = 4+ ¢y eine Wurzel der Gleichung (72), so ist ganz gewiss :

u=—tx—iy ., ” n ) (TSJ ;
U=—&—1Y ” " » (74),

u——x+ aly n n n ” 'L?'-)J' ’

und es wird bei beliebigem Vorzeichen von = und % unter den vier in (76) angedeuteten Wurzelformen Eine
vorhanden sein, deren primiirer und secundirer Bestandtheil ein positives Zeichen beurkundet. Aus der so
bestimmten Wurzelform wird sich dann die geforderte Form ohne Weiteres angeben lassen.

8. 4.

Gesetzmassige Einschliessung der Wurzeln (Wurzelpunkte) in stets engere und engere
Grenzen.

Lisst man die Grissen =, y, Z;, z, beziehungsweise in

- c=a+Az, y=y+Ay, 4=24,+A27,, 4=z2+Ax%

iibergehen, und sieht die Zusiitze Az, Ay als gehorig klein an, so erhiilt man mit Hilfe des Taylor’schen Lehr-
satzes und mit Beibehaltung der Glieder mit Einschluss der zweiten Ordnung in Bezug auf Az, Ay:

/r:’o =Z,+ ZAx— z Ay + [ZE(A.UE‘-.-.\:?E) — 22z, ..\;1:_\3;] ,

o=zt 2 Ax 4 ZAy 4 [ 5(Aer—Ay) + 22,8244
oder

Zy— Zy= 2, (e—a2)— %, (=) + | % ([E—a] —[1—y]?) — 22, [ ~=] [—y]]

ty— 2 = 2 (=) +-Z, (—9) + | 2 (B—lt — [i—y]?) + 2.2, [+—=] [1—y]] -

Fiir einen in xoy angenommenen Punkt p ist sein Ausdruck x4 7y, hiemit auch die Werthe von Z
und z, bestimmte Grossen, welche die Lingen der in p zu errichtenden Perpendikel andeuten, um zu den zu
p gehorigen conjugirten Punkten P, p zu gelangen, von denen der erste auf der primiiren, der zweite auf
der secundiren Hilfsfliiche enthalten ist. Liisst man in (3) die Grissen &, v, .2"0, %, als laufende Coordi-
naten gelten, so sieht man ein, dass die in (3) angedeuteten Flichen zweiter Ordnung (Sattelfliichen) mit
den Hilfsflichen: 2= Z
kinnte diese Flichen conjugirte Beriihrungsflichen nennen. Diese Flichen liefern mit zu zoy
parallelen Ebenen lauter hyperbolische Schnittcurven und besitzen ihre Centra in derjenigen Verticalen,
1 ZI + z.'a-l
*Z,+ 2z,

Fir Z, =2z, =0 wiirde man £+ 7= 42y erhalten und zugeben, dass diesfiillig die Mittelpunkts-
verticale durch p selbst hindurchgeht. Legt man durch den Fusspunkt p dieser Verticalen in zoy vier Ge-
rade von der Beschaffenheit , dass je zwei und zwei derselben die Richtungen des einem der Hyperbel-

, 2=z, in den Punkten P, p eine Osculation zweiter Ordnung eingehen. Man

welche im Punkte £+ ¢n=a 4y — errichtet wird.

systeme angehorigen Assymptotenpaares repriisentiren, so erhilt man einen Strahlenbusch von 8 von p aus-
gehenden Radien, von denen je zwei Nachbarstrahlen einen Winkel von 45° einschliessen. Der von zwei
Nachbarstrahlen des einen Systems gebildete Winkel wird durch einen Strahl des anderen Systems hal-
birt. (Siehe §. 2 (25).

Liisst man in (3) die Glieder der zweiten Ordnung weg, so erhiilt man :

R S

R A | I,

(76)

(1)

©)

(2)
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als Gleichungen zweier Ebenen, von welchen die erste E,, in P die primiire, die zweite ¢, In p die secun-
dire Hilfsfliiche beriihrt.

Sind %, p, v die Richtungswinkel der primiiren und ¥, p’, v die Richtungswinkel der secundiren Beriih-
rungsebene, so erhiilt man aus (5)

B A Z 2 1
fir Vi4s*=2 cos A= —; eoBp=—"1; COBy =——
o Al T
I'i} f ].
cosA'=-L; ecosp'= —'; cosy=— — und
v v e
: 1
(7) cOS I]:L., : ew-l =.

(8)

(9)

( | 0)

Aus (7) lisst sich der von den zwei beriihrenden Ebenen eingeschlossene Winkel hestimmen.

Ist p in endlicher Distanz vom Axenursprunge, so muss » endlich verbleiben, und es darf weder cos v
noch cos v den Nullwerth annehmen. Hieraus schliesst man, dass die Hilfsfliichen in endlicher Entfernung
vom Anfangspunkte keine Beriihrungsebenen besitzen, welche auf woy senkrecht stehen. Es diirfen somit
die zugehirigen Flichenelemente zur Axe oz nicht parallel erscheinen. Auch ist es leicht einzusehen, dass
die Ebenen FE,, und ey, auf einander nicht senkrecht stehen diirfen, sobald p in endlicher Distanz vom Axen-
ursprunge sich befindet.

Um die Gleichungen der horizontalen Berithrungsgeraden Ly, 4, in P und p zu erhalten, setze man in
(3) Zl,: Zy, %,=17z, und gelangt zu folgenden:

Zy(e—x)— 2z, (y—y) =0. . . . . . Ly
2 (@—2)+ Z,(y—y) =0. . . . . by

woraus hervorgeht, dass diese Geraden auf einander senkrecht stehen. Ist hiebei g,= Z,=2,=0, so bildet
der Ausdruck x4y eine Wurzel der Gleichung F () =0, die Geraden in (8) schneiden sich in p und
belehren uns, dass die in p sich begegnenden Elemente der primiren und secundiren Trasse auf einander
senkrecht stehen. In diesem Falle bildet p einen einfachen Wurzelpunkt der Gleichung F ()= 0.

Bezeichnet man mit p, p, die Winkel, welche die Geraden L,,, /, mit oa einschliessen, so findet man
aus (8) mit Riicksicht auf §. 1 (4) und (6)

N
iy

1

tang p, = —!; tang p,=—-) und hieraus

=

|

N
il

T
=3 P~2=°‘|+ g -

Denken wir uns zwei Paare von Punkten in xzoy, bezeichnen das erste Paar mit (p, p), das zweite aus
dem ersten abgeleitete mit (§, P).

Im Tableau

(] w

) ] - r r - 1
p#'&;'sﬂnrgla/:z'--zus]'°* » P

: : -
;1‘,-%% /f(n Z]! ‘Jg' s ®gy By -P!p!Emr Ey, , en; &
r " 1 !r -~ 7 [ . : ' 1

P, &, ¥, 4, ‘19/:2- - v Rgy B e o P, p, By, Ey, € , e
" 1" " - P . ' “) "

{": :?:/‘Inr‘{nzz . 200 54 . y P

sind die Systeme von je zusammengehorigen Punkten, Ebenen und Functionen dadurch gekennzeichnet,

dass man iiber jedes einzelne Symbol desselben Systems entweder keinen oder eine gleiche Anzahl von
Strichen gesetzt hat.
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E,, und ¢, deuten das conjugirte Ebenenpaar an, welche die Hilfsfliichen in den iiber p befindlichen
Punkten P und p berithren. Dasselbe gilt von Ej, und ¢;, mit Riicksicht auf den Punkt p. £, und e, deuten
auf Schnittebenen hin, in den zu p gehorigen conjugirten Punkten 7 und p von der Beschaffenheit, dass

E, /| By , ey //en sich ergibt. (11)

E; und e deuten auf Schnittebenen, in P und p dergestalt hin, dass F£y// E,, , e;//e, sich ausbreitet.
Im Tableau sind also die angedeuteten je zwei unter einander stehenden Ebenen unter einander parallel.

In der Niihe eines einfachen Wurzelpunktes kinnen wir eine jede Hilfsfliiche als eine kleine Partic
einer beriihrenden Sattelfliiche ansehen. Diese Partie zerfillt in zwei Abtheilungen, welche von der entspre-
sprechenden Trasse ausgehend, die eine oberhalb, die
andere unterhalb der zoy ihren Verlauf nehmen. Da in
diesem geringen Flichenelement von der wellenformigen
Kriimmung dieser Fliche nicht die Rede sein kann, so ist
TP es klar, dass wenn etwa die ohere Flichenpartie der
Ebene woy ihre convexe Seite zukehrt, die untere sich
ganz gewiss mit ihrer concaven Seite wenden muss gegen (12

2y . : 4 : =
X i % die zoy, und umgekehrt. Die Punkte dieser Abtheilun-
gen mogen Convexitiits- oder Conecavititspunkte
P heissen , je nachdem die entsprechende Flichenpartie in
N

N o Bezug auf xoy convex oder concav sich verlauft.

[st man im Besitze zweier Punkte p und p in der
Ebene woy; welche zu beiden Seiten eines jeden der sich schneidenden Trassenzweige, also so zu sagen
in die von diesen Trassenzweigen gebildeten Scheitelwinkel vertheilt sind, und an dem Wurzelpunkt selbst
hinkinglich nahe liegen, so werden die zugehirigen, etwa auf der primiiren Hilfsfliiche lagernden Punkte
Vi P ganz gewiss auf entgegengesetzten Seiten der zoy sich einfinden. Ist einer von diesen Punkten, etwa
P ein Convexitiitspunkt, so muss dann der andere, niimlich P nothwendiger Weise ein Concavitiitspunkt
sein. Eine beriihrende Ebene Fy, an die Hilfsfliiche im Convexitiitspunkt P und eine Schnittebene Ej durch
den Concavitiitspunkt P werden die xoy vermige (11) in zwei parallelen Geraden schneiden, welche sicht- (13)
lich an der entsprechenden Trassenpartie niiher gelagert sind, als die urspriinglichen Punkte p und p. In
(12) ist im Verticalschnitt der eben beschriebene Process zur Anschauung gebracht. HIH' stellt die primiire
Hilfsfliche dar mit dem Convexitiitspunkte P und dem Concavitiitspunkte 7. In PG ist die beriihrende und
PG die schneidende Ebene dargestellt. G und ¢ sind Punkte der erwihnten zwei parallelen Geraden,
welche an die in S angedeutete Kreuzung der Trassen niiher geriickt sind, als p und p.

Sei ferner p der Convexititspunkt und p der Concavitiitspunkt in der secundiren Hilfsfliiche, so erhiilt
man die Ebenen ey, und e,, welche von der Ebene w0y geschnitten, zwei parallele Gerade g und g liefern
Auch diese Geraden liegen an dem Kreuzungspunkte der Trassen niiher, als die Punkte p und p.

In sofern p und p an einander genug nahe gedacht werden, kinnen wir auf Grundlage (8) schliessen,
dass die Richtung der Geraden G//é von der Richtung der Geraden g//¢ beinahe um einen rechten Winkel (14)
differirt. Dieser Umstand und das in (13) Angefiihrte berechtigen uns zu der Erwartung, dass die Punkte
und p, von welchen der erste in ¢ und g, der zweite in G und g enthalten ist, an den Kreuzungspunkt der
Trassen niiher zu liegen kommen, als die angenommenen Punkte p und .

Der eben angefiihrten Darstellung gemiiss

liegt der Punkt p in den Ebenen: zoy, E,,, e,

P (15)
und der Punkt p in den Ebenen: xoy, E;, e,

Hiemit hiitten wir das Princip zur Darstellung gebracht, auf Grund dessen man den ﬂl)ergang vom an-
genommenen Punktpaar (p, p) zum abgeleiteten (5, §) ohne alle Sehwierigkeit durch Rechnung bewerkstel-
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ligen kann. Es bleibt uns nur iibrig, den Ubergang von p zu ) derart einzuleiten, dass hieraus die Evidenz
sehr leicht geschipft werden kann, welche von den Punkten P, !", 7, p als Convexitiits-, und welche als
Coneavitiitspunkte zu betrachten sein werden. In weiterer Folge werden wir hemiiht sein, den Nachweis zu
liefern, inwieferne das dureh § und p begrenzte Intervall den Wurzelpunkt enger einschliesst, als das
urspriinglich angenommene Intervall zwischen den Punkten p und .

Denken wir uns den Punkt yp durch den Ausdruck (23-24 4 31-567) bestimmt , so ist hier o= 2324,
y=251-56, und fiir Weiteres lassen sich die Ausdriicke 2, Z,, Z, ... 2z, 2, 2, . . . mit Zugrundelegung
dieser Werthe von « und y ermitteln. Setzen wir Aw = Ay=r=10-*, so finden wir zur Bestimmung von p
x=23-25, y=31-57, d. h. Zahlen, welche aus = und y durch Erhthung ihrer dekadischen Schlussstellen

(16) " eine Einheit hervorgehen. Den Wcrtlacn von @ und ¢ entsprechend lassen sich die Grissen 7:'0, /’:’I, .42
20r %1, #5...berechnen. Findet man 7.7, <0, z,.%, <0 und ausserdem jede von den Grossen Z,, Z,, z,, 2,
in dem angenommenen Intervall in Bezug auf das Vorzeichen stabil, so ist man berechtigt zu schliessen,
dass es zwischen @ und = eine Zahl p, dann zwischen y und 5 eine Zahl 4 geben muss von der Beschaffen-
heit, dass durch den Ausdruck p + ¢¢ die Lage des wahren Wurzelpunktes bestimmt wird, dass somit dieser
Aunsdruck den zu bestimmenden Wurzelwerth selbst darstellt.

Die Zahlen p und ¢ werden natiirlicher Weise erst von der dritten Decimalstelle angefangen von den
Zahlen x und y sich verschieden gestalten, und eben diese weiteren Decimalstellen sind es, welche wir
durch die sogenannte Methode der Einengung des Wurzelintervalls zu bestimmen haben.

Sei nun der Ausdruck -7y so beschaffen, dass die Zahlen =z und y in Bezug auf den dekadischen
Zeiger ihrer Schlussziffern iibereinstimmen, und in Bezug auf ihre Werthe ganz genan die Anfangsstellen
des primiren und des secundiiren Bestandtheiles der in Rechnung stehenden Wurzel repriisentiren. Zur Be-
stimmung von p erhalten wir & 479 = (x4 1)+ 7(y+7), wobei = eine Einheit der dekadischen Schluss-

(17) stelle von « und y andeuten mag. In diesem Falle ist die Verbindungsgerade von p, p eine solche, welche

den Winkel @oy halbirt, — und der Ubergang von einem Punkte dieser Geraden zum niichstfolgenden
geschieht dadurch, dass man die Coordinaten des vorhergehenden Punktes um gleiche Incremente Az =4y
vermehrt.

Zur Bestimmung der Punktfol gen auf der primiiren und secundiiren Hilfsfiiche, oder eigentlich auf den
rugehirigen Beriihrungssattelfliichen, welche iiber der Geraden pp liegen, erhiilt man aus (2)

-‘-'

i

Zy+Ax(Z,—=z) — 2z, A",
= z, +Ax(Z,+2)+2Z,Ax?,

1

(18)

- |

“0

mittelst welchen man fiir jedes angenommene kleine Az die Werthe von 20 und z, berechnen kann. Fiir
Ax =0 geht aus der ersten Gleichung der Punkt 7 mit den Coordinaten (x,_y, ZU)_und aus der zweiten der
Punkt p mit den Coordinaten (z, y, z,) hervor.

Aus (18) erhiilt man durch Vernachlissigung der Glieder mit ‘Az* die Gleichungen der beriihrenden
Geraden, von denen die Eine die primiire Punktfolge in P, die andere die secundiire in p beriihrt. Diese
Gleichungen sind :

(19) £U=ZU+A@"(ZI—21) y Ay=7rtAx(Z+2)

Fiir 2z, Z, > 0 ist bei beliebigem kleinen Ax 20 numeriseh kleiner als 7:‘,. Es wird demgemiss jeder
Nachbarpunkt von P in der primiiren Punktfolge zwischen der berithrenden Geraden und der Ebene xoy sich
aufhalten, und der Punkt I’ ist in diesem Falle ein Concavitiitspunkt. Fiir z, Z, < 0 ist ZIU numerisch grisser
als Zﬂ, und 7 ist in diesem Falle ein Convexitiitspunkt. R

(20) Fiir Z,2,>0 ist bei beliehigem kleinen Az 2, numerisch grosser als %y, und p ist in diesem Falle
ein Convexititspunkt. Eben so ist fiir 7,z < 0 der Punkt p-ein Concavitiitspunkt.

Hieraus ersehen wir, dass die im Fritheren eingelegte Verwahrung gegen etwaige wellenformige Gestal-
tung der Flichenelemente in der Nithe eines einfachen Wurzelpunktes bei dieser Untersuchung ihren gehi-
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rigen Ausdruck darin findet, dass man im Intervall pp an der Stabilitit der Vorzeichen von Z, und =,
festhiilt.

Wenn man den in (13) dargelegten Vorgang mit Riicksicht auf die in (20) erkannten Bedingungen
gehirig wiirdigt, so lassen sich in Bezug auf die Berechnung einer complexen mit gleichbezeichneten Be-
standtheilen versehenen Wurzel 4 eventuell miiglichen Fiille unterscheiden :

1. Ist (2,2, <0 und Z,z, >0), so sind P und p Convexititspunkte, und demnach /” und § Concavi-
tiitspunkte. In diesem Falle liegt

-

p in den Ebenen zoy, E,,, e, ,
- (21)
P »n » s woy, B , e,

2. Ist (s, Z, < 0 und Z,z,< 0), so ist P ein Convexititspunkt und p ein Concavitiitspunkt, demnach /’
ein Concavitiits- und p ein Convexitiitspunkt. In diesem Falle liegt

p in den Ebenen 2oy, E,,, e, ,

= (22)
S e ” roy, E:': y €pt s
3. Ist (2,4, >0 und Z, z, > 0), so sind P und p Concavitiitspunkte, und die iibrigen / und p Convexi-
titspunkte; diesfillig liegt
p in den Ebenen zoy, E, , e, :
. (23)

A 1. '
P oy » n xﬂyrﬁmaepp

4. Ist endlich (2, Z, > 0 und Z 2, < 0), so sind P und p Concavititspunkte, und demnach die Punkte

o=
/> und p Convexitiitspunkte; dann liegt

p in den Ebenen xoy, E, , ¢, ,

. - (24)
Py ” xroy, br"r: €pe -

In (21) geht die Ebene E,, durch die Punkte (&, #, 0), (z, y, Z,) und ist eine beriihrende Ebene in Z,
ebenso geht die Ebene e, durch die Punkte (@, 7, o), (, y, z,) und beriihrt die secundiire Hilfsfliiche in p.
Dies gibt nach (5) zur Bestimmung von jp folgende Gleichungen :

0—Zy=12,(&—x)—z,(§—y) ; o0—zy=z(2—a)+ Z,(§1—y) (25)

Aus diesen erhiilt man :

Lo+ =2 g — 22
e s b i 04 L M hge 0k 10 25
2,2, + 2 2, e g £, 7, + = 2, (

In (21) geht die Ebene E; durch die Punkte (&, 7, o), (&, , Zo} und ist zur £, parallel; eben so
geht die Ebene e; durch die Punkte (, 7, o), (&, 7, 2,) und ist zur e, parallel. Aus den hieraus resul_
tirenden Gleichungen :

0—Zy=2, (F—d)— 2, (T—1) ;  0— 2= 2, (E—2) + %, (7—1) (26)
erhiilt man :
L A S e
T e e e e I T e e — 26)
2y 2y~ = 2 Zy 2+ 7 2 &5

In (25) und (26) haben wir die Lage von j und ) mit Riicksicht auf (21) festgestellt, und es wird sehr
leicht sein, dasselbe Verfahren beobachtend, die Lage dieser Punkte mit Riicksicht auf (22), (23) und (24)
zu bestimmen. Auf diese Weise gelangen wir zu folgendem Schema :

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XXX, Bd. Abhandl. von Nichtmitgliedern. gg
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r _ll ZZ+E£ 72__,4'/2_
o e = ==t el S e U i oy
et A 9 4 A N
[]] 7'7 N g [}
Z R Zo %1+ 202 v w B l—L®
e e e U AR A PR o DN It |
aoi L 22,422 " VAVAE W
232, <0 _'é“" = Aoz.t-l_‘uﬂ ) 3}'_9’=£)z.'__-4~0
(IT) 2y Zy + 73, 2.2y + =, %,
Bl ot y 77
2,2 <0 |2e—&= ';f—‘l_t__g% ’ ?,:’—5'=z" ’.l 0%1
; o4y + 243 ZhZy + 2 2, |
(27 — 7.7 : sy e
) ZEZ[I:}O é-x:_@m 3 ;f_'? 2 JUE “1 <o S
(I1I) Al i 21 adiat ok
' ZZoed gy b
Zy2, >0 | Gyl m ;71+ RN B L e O
R T 22+ 2 2,
il Z, r: 2 2 72 _’:
2, Z,>0 ‘E_w:”‘*,-n,r'—k,u 1 ?I—y‘-:{"z,’ Z, 2,
(Iv) e ZyZy+ % 5
Ot L ;‘,;-;-?0.3,, geigr st ooy
B iy £44 —|-z|zl A" "1+31 z'
Setzt man in (2) Aw=Ay=r, so erhiilt man:
(28) Zu_‘ZO:T(Zl —2,) — 2t Zy 20—2, =T(Zl+zl) +222Z,.

Setzt man in diese Gleichungen durchgehends an die Stelle von r die Grisse —r, so ist es auch néthig,
die mit Strichen begabten Grossen von denselben zu befreien — und andererseits die von Strichen freien
Grossen mit Strichen zu begaben. Demgemiiss erhilt man aus (28):

(29) Zy—2y=—r7(Zy—4) —21%%y , zy—4=—1(%4+%) 4274,
Setzt man & — & —=r,, i —9 =r1,, so erhalten wir durch Subtraction je einer Gleichung aus (26) von
der correspondirenden Gleichung in (25)

(30) 20"‘ Zy= Zyt, — 2 Tz_T(Z1_'z1) i — %t z=27+ Zl Tz“_r(zz+z1)-

Addirt man die Gleichungen (30) je zur entsprechenden Gleichung in (28), so hat man:

Zot,—2,1,—27%2, =0, z1,+2Z1,+21%*2,=0,
T eyt 2 171 172 2

und hieraus

: Ze,—z 7 YAV RSN
£ Iy ...t,=8—a&=27212 1 2 Yy et el S
(31) ) & e Zh 2+ 2 2, iRt e 4 2,72, +=, 2,

Diese Bestimmung der Intervalldistanzen z, und r, ist ein Resultat der Bestimmungsgleichungen (25)’
und (26), welche zur Angabe der Lage von p, b im Falle (I) verwendet wurden.

Wenn wir auf gleiche Weise die in (II), (II), (IV) zu Grunde liegenden Bestimmungsgleichungen
behandeln , und hiebei von den Relationen (28) oder (29) gehirigen Gebrauch machen , so erhalten wir den
Fillen (II), (III), (IV) entsprechend, zur Angabe der resultirenden Intervalle =, 7, folgende Formeln:



Studien im Gebiete numerischer Gleichungen. 251

L]

(ITy...c,=&—& = wm, T =j—f=2,2200 1%
%7+ 22 ‘2%,
{HI)'...ft=;'E—-——.’E=—‘2':2éEZ'+ Jzzl, “'s=;‘_?.:272271 é2r+ZIZa 39
%+ 2 % 22+ 7 24 (32)
(IV). = T— = ?fz%i'Zf;.Z_i‘{E, 72=§__;=3 ‘71 r’2+élé2_
B 23, Z,Z,+ 3,2,
In Beziehung auf die conjugirten Punkte P, Ig, P, P, welche iiber den in zoy lagernden Punkten p, b,
auf den entsprechenden Hilfsfliichen liegen, erhiilt man nach (3) die Relationen:
3'“/ ”?"—_T1/+2 1+/ (p—m)+27 7 5 _
(33)

= : 2
T,3=3u_zo_"'_'7|z1‘_*2/ +z, (z"’")_-"’l 2/2!

welche zur Ermittlung der jeweiligen Verticalintervalle zwischen P, 1’, dann zwischen p, p dienen, sobald
man zu diesem Zwecke irgend welche der in (31), (32) enthaltenen Intervallbestimmungsformeln verwendet
Man findet ferner die Relationen :

Zy=1Iy+37(Z;—z)+ &
2, =z, +37(4;+z)+ &
g = L A (T a YL & (34)

i =2+427(Z;+2)+ &
aus welchen fiir gehorig kleines r ersichtlich ist, dass von den Functionen 7,, Z,, z,, 2, jede einzeln inner~
halb des Intervalls [z 4 ¢y, & -4 ¢y] continuirlich wiichst oder abnimmt, sobald man iiberzeugt ist, dass in-
nerhalb des angefiihrten Intervalls auch die Ausdriicke (Z,4-2,), (Z,—=z,), (Z;+25), z,) eine Stabilitit
ihres Vorzeichens beurkunden.
In Bezug auf die Grossen (Z,—z,), (Z,+2,) kann hier noch hinzugefiigt werden, dass sie den Relationen

ZD(ZI_zl)<O? Zo(zi_é1)“<0 35)
a(Z+2)<0, 2Z+4)<0

geniigen miissen, wenn iiberhaupt von einer continuirlichen Einschliessung des zu bestimmenden Wurzel-
punktes gehandelt wird. Es wird niimlich nur unter diesen Bedingungen miglich, beim Fortschritt im
gedachten Intervall die Grissen Z, und z,, hiemit auch den Ausdruck (Z,+ 7z,) immer niiher und niiher
dem Verschwinden zuzufiihren.

Auf Grund (35) und der den Fall (T) kennzeichnenden Bedingungen findet man :

54, —2)>05 Z,(Z,+2)<0,

hieraus
(222, — 2, Zy) > (32, + 2,7z,
hiemit auch
Ty = — 0

und in der hier angedeuteten Weise vorgehend gelangt man zur Uberzeugung, dass in den simmtlichen Fil-
len (I), (II), (IIT), (IV) sich die Relation
f>—r oder (#—i)>(j—p) (36)

bestiitigt, was auch sein muss, weil die Intervalldistanzen r, und =, beide positiv sich ergeben miissen.
Bei einer gegebenen Gleichung, deren Wurzel in dem bereits bekannten Ausdrucke x 47y in Bezug auf)
beide Bestandtheile in den Anfangsstellen mit Einschluss etwa der nten Decimalstelle repriisentirt ist,

gg*



9252 Lorenz Zmurko.

herechune man mit Riicksicht auf die entsprechenden in (27) ersichtlichen Bedingungen die Grissen =, und -,
in zwei Anfangsstellen. Findet man hiebei
(37 d merisch grissere )— 2,
so bestimme man dann nach (27) bis auf die (s 2)te Decimalstelle die Werthe :
(38) F—w=—a, —F=a, fj—y=f, y—§=2
und findet etwa
2 1y oiemla k) m'y
i e dae ey L= 0.»’.+I+ 0:{+2+
(39) wobei r = 10— .
-~ " ) a_ Ur
LSl e s M 7 s T o l(J"+'+ 1U;E—-.-e
(40) Sei nun der [A-Werth des grisseren = in (39)] =4+ 2%, so sieht man vor Allem ein, dass wenn etwa
im Fall (T) der grissere von den Ausdriicken
9= ;.71 122 __):I'_:E-l_/”’!ZE
Z7+'—l 22y % 2,
iR oD ﬁﬁ St 1052 + . . . dargestellt wird, dieser Werth sich im Verlaufe der fortschreitenden

Rechnung nicht erheblich zu dindern vermag, weil die in diesen Ausdriicken spielenden Grossen z,, z,, 2|, Z,
(41) ceinen erheblichen .'-inderun,;;'cu unterworfen sind. Dem zufolge wird aueh das hiebei zum Vorschein kom-
mende 4 in Bezug aunf jeden der in (37) ersichtlichen Fiille bei der fortschreitenden Rechnung seinen bei-
nahe ungeiinderten Werth beibehalten.
Dieser Auseinandersetzung zu Folge ist es klar, dass die Bestimmungsausdriicke (& + /), (£ 4 ¢§) der
Punkte §i und p in Bezug auf die Anfangsstellen der Coordination bis einschliesslich der (2 - Z)ten Deci-
malstelle vollkommen iibereinstimmen — und eben in Bezichung anf diese Stellen den wahren Wurzelwerth
repriisentiren. In theoretischer Beziehung sollte man das Intervall [(2 4 77), (£ 4 77)] als das aus dem an-
genommenen Intervall [(x—+7y), (£-+47y)| abgeleitete engere ansehen. Dies wiirde jedoch sehr miihsame
(42) Rechnungen veranlassen, weil man zur Bestimmnng desselben unnithiger Weise sehr viele Decimalstellen
entwiekeln miisste, von welchen die spiiteren iiber die (2% 4 Z)te Stelle hinausreichenden Decimalstellen der
wirklichen Wurzel gar nicht angehiren. Mit Hilfe der vorhergehenden Betrachtungen kimnen wir uns ein voll-
stiindig abgegrenztes Intervall von der Beschaffenheit ableiten, dass wir in den Bereich desselben bloss die-
jenigen Decimalstellen ziehen, von welchen wir iiberzeugt sind, dass selbe der Wurzel wirklich angehiren.
Die Bestimmung eines solchen Intervalls wird nur so viel Aufwand von Rechnung in Auspruch nehmen, als es
die Natur der Sache unumgiinglich erfordert.

Bezeichnen wir das neue Intervall mit [[(.c)-]— ()], [@)+ z'(}})” , 80 erhalten wir dem Vorhergehen-

den gemiiss zu seiner Bestimmung folgende Relationen :

1
RN o O S NS NP
(@) =& + (« ')i'-;,u-,;.. i =y,

(43)
M =y+ G—uyl s () =+

2n+k

Hier ist (r) =

1022+% ¥ m:.: oy

in welehen die Ausdriicke (#—), (7—y) nach den der jeweiligen Beschaffenheit der Ausdriicke 2, Z, 7, 2,
entsprechenden Formeln in (27) zu rechnen sind. Die in (43) ersichtlichen Indices (27 4 4) deuten an, dass
man bei der Berechnung der Werthe von (—u), (—y) nur so weit zu gehen habe, bis man die dem Zeiger
(22 + &) entsprechende Decimalstelle erreicht hat.
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L)

. . " . 1y . ' I 1 Fl
Wiihrend man im angenommenen Intervall (x4 7y, o + /) die Intervalldistanz (z 4 /7) = —+ VOraus-

{9
14+

vesetzt hat, erhiilt man im abgeleiteten Intervall als Intervalldistanz (7) 4 /() = TR

und es ist klar,

dass die Einengung des Wurzelintervalles nur dann als effectiv angesehen werden kann, wenn 22+ & wenig-
stens die Grisse » 4 1 erreicht, wenn somit die Relation

n=(1—k) (44)

in Erfiilllung geht. Ist dies der Fall, so gelangt man durch fortgesetzte Rechnung zu immer neuen und nenen
Intervallen, welche in ihrer Aufeinanderfolge die Distanzstellenzeiger

n, 2u+tk, 4n+3k, 8+ Tk, 16+ 15k, . . . liefern.

In den Fiillen, wo der Betrag = & bloss eine Einheit oder nur sehr wenige Einheiten betriigt, rathen
wir an, die Grosse & bei etwas fortgeschrittener Rechnung nach (39) zu controliren, und dann das neue 4
der weiteren Rechnung zu Grunde zu legen.

Bei der Auswerthung von (¢ —a) und (#—y) rechne man den Nenner in (z-}/%4+1) Anfangsstellen genau,
und wenu sich hiebei © als Stellenzeiger der hiichsten decadischen Stelle ergibt, beachte man den Stellen-
zeiger 1/ der Anfangsziffer im Zihler und bestimme den Zihler in (22 + 4 4 p.—p'+ 1) Anfangsstellen, um
schliesslich die Grossen bis auf die mit dem Zeiger (27 -+ £) begabte Schlussstelle genau zu ermitteln.

Bei Beachtung des beschriebenen Verfahrens kann man die complexe Wurzel in beliebig verlangter An-
zahl von Decimalstellen ermitteln, sobald man nur bei der Auswerthung der Grossen 2, Z,, Z,..
Sorge triigt, dass die Functionen Z, und =, schon beim Beginne der Rechnung in so viel decadischen Stellen

(45)

"SU‘ =) 2'2-..

mehr etwa zwei, genan bestimmt werden, als die Anzahl der decadischen Stellen befriigt, welche man in der
zu bestimmenden Wurzel verlangt. Dies wird bei fortgesetzter Rechnungsoperation das Regulativ sein, in wie
ferne die iibrigen Functionen 7, z,, 7Z,, z,...genau zu rechnen sein werden.

Im Gegensatze zu den complexen Wurzeln einer Gleichung von der Form

flu)+2y(u)=0 (+6)

stehen die eingliedrigen Wurzeln. Diese sind entweder primiire Wurzeln oder secundiire Wur-
zeln, je nachdem die zugehirigen Wurzelpunkte in der primiren Axe o oder in der secundiiren Axe 0y (47)
gelagert erscheinen. Die primiiren sind die gewiihnlichen mit dem Vorzeichen 4 oder — begabten Zahlen.

Die secundiiren sind positive oder negative Zahlen, welche neben sich den Factor ¢ =V —1 fiihren.

Soll eine primiire Zahl — = der Gleichung (46) geniigen, so kann dies offenbar nicht anders geschehen,
als durch die gleichzeitige Erfiillung der Gleichungen :

f@)=0, ¢()=0. |

(48)
Man wird zu diesem Zwecke zwischen dem Polynomen f(z) und ¢ (z) das grisste gemeinschaftliche
Mass, etwa ¥ (x) bestimmen und untersuchen, ob der Gleichung

p(@)=0 (49)
durch primiire Wurzeln Geniige geleistet werden kann oder nicht. Dann sind die etwaigen primiiren Wurzeln
der Gleichung (49) auch der Gleichung (46) angehirig.
In Bezug auf die Ermittlung der secundiiren Wurzeln zerlege man die Polynome #(») und () je in
zwei Partieen, von denen die erstere aus Gliedern mit geraden Potenzen von u, die zweite hingegen aus Glie-
dern mit ungeraden Potenzen von « zusammengesetzt sind. Die betreffende Zertheilung gibt etwa :

Flu)=(u?), +u(u?)y, ¢(u)=|[v?],+u|u?],,

hierans

fla) i (v)= {{_N’)u + wi[u?], E sk a‘{{a?]' —wi(ud), =0, (H0)
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Setzt man hier  — ¢y, so erhilt man die Gleichung (46) diesfillig in folgender Form :
(51) F(p)+id(y) =0,
welche wieder auf die Nullmachung des den Functionen F(7) und @ (y) zukommenden grissten gemeinschaft-
lichen Masses W (y) fithrt. Sind etwa y,, %,, ¥, .- .die nullmachenden und priméirenWerthe von W(y), so wer-
den die secundiiren Werthe 2y, , y,, 2y,,. - -als secundire Wurzeln der Gleichung (46) angehiren.

Die Gleichungen (49) und (51) sind bloss mit primiiren Coéfficienten behaftet, und sind gerade diejeni-
cen, deren primiire Wurzeln uns zur Kenntniss der eingliedrigen Wurzeln der Gleichung (46) verhelfen. Aus
diesem Grunde werden wir bloss nithig haben, eine Methode zur Berechnung der priméren Wurzeln bloss fiir
solche Gleichungen zu begriinden, welche mit primiiren Coéfficienten versehen sind.

Sei nun eine mit primiiren Coéfficienten behaftete Gleichung folgende :

(52) Ayt Ay yar A Ay g .. . + Ayt A, =F(x)=0.

Die Gleichung
(H3) Zu=f(x)

bezogen auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem xo Z, stellt eine Curve dar, welche die Axe ox in so
viel Punkten schneidet, als primiire Wurzeln der Gleichung (52) zukommen. Descartes war der erste, wel-
cher diese Curve einer niiheren Untersuchung unterzog, und eben nach ihm heisst die Linie (53) in Bezug
auf die Gleichung (52) die Descartes'sche Curve. Die Durchschnittspunkte dieser Curve mit der Axe ox
heissen primiire Wurzelpunkte. Die Distanz eines Wurzelpunktes vom Axenursprunge, gemessen durch
die angenommene Einheitsliinge, liefert die zugehirige Wurzelzahl selbst.

Lisst man o, Z, beziehungsweise in ¢ =4 Az, Z,=Z,+AZ, iibergehen, und fithrt die Bezeich-

nungen

5 d*f(x) e
(H4) fo(z)= R 8l Z,

ein, so erhiilt man mit Hilfe der Taylor'schen Reihe und Beibehaltung der Glieder mit Einschluss der
2ten Potenz von Ax:
(55) 2, =z N LA,
wo
Zo=1f(x ..zl Ap)ial
der bekannten Auffassung des Ergiinzungsgliedes entsprechend einen passenden zwischen 7, und é, liegen-

den Werth andeutet.
Die Gleichung (55) ldsst sich auch so schreiben :

iy ' 1P
(90) Zy— Zy= Z,(x—x) + Zy(z—x)*.
Betrachtet man hier '/:u und & als laufende Coordinaten, so stellt (56) eine Parabeleurve dar, welche in

dem durch die Coordinaten x, Z, bestimmten Punkte P die Descartes’sche Curve in der zweiten Ordnung

beriihrt.
Lisst man in (56) das Glied mit Ax?® weg, so erhiilt man :
(57) Zy—Zy=Z,(3—2) - - - L.

Hiedurch ist eine Gerade L,, dargestellt, welche die Descartes’sche Curve in dem iiber dem Abscissen-
punkte p...(& ==, Z,=0) liegenden Punkt P beriihrt.

Fiir kleine Werthe von Az kionnen wir Z, und :’J}U als gleiehbezeichnet betrachten, und gelangen in der
schon frither gepflogenen Weise aus der Vergleichung der Relationen (55) und (57) zur Uberzeugung, dass

der in der Descartes’schen Curve liegende Punkt P
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tir Z,Z, >0 als Convexitiitspunkt, (58)

n ZyZy<0 , Concavititspunkt

angesehen werden soll, weil im gedachten Punkte P’ die Descartes’sche Curve im ersten Falle ihre con-
vexe, im zweiten Falle hingegen ihre concave Seite der Axe oz zukehrt.

Bevor wir diese Betrachtungen weiter fortsetzen, mogen hier einige fiir die Zukunft wichtige Bezeich-
nungen erkliirt werden.

Fiir zwei in oz liegende, durch die Coordinaten @ und & bestimmte Punkte p, p erhalten wir iiber den-
selben auf der Descartes’schen Curve die entsprechenden Punkte 7, P.

Eine zu = gehorige, nach (54) zu deutende Functionsreibe Z,, Z,_,, Z,—.. . %4, Z., Z., mige
kurzweg durch das Symbol (z),_, gekennzeichnet werden. Demgemiiss erhalten wir den Punkten p und p
entsprechend :

(Bl (T s B 5 523 2 s i @Y= (D Db i, By, 2y

L L] L) L L L 1 {'F’)E]]
e et o = (Ps 2t iy L)

Von den Functionswerthen Z,, Z, bezeichnen wir den numerisch grosseren mit Z,, den numerisch klei-
neren mit .

Den Quotienten, welchen wir erhalten, wenn wir in (z),_, das letzte Glied durch das mit seinem Zeiger

multiplicirte vorletzte Glied dividiren, wollen wir den Orientirungsquotus nennen und mit ¢, _, bezeich-
nen. Dies gibt

2 VA e yA 2 Z
Sy = — o ) = P el
(94 (”L‘H)Zm,--, y  Wr—yg = == XI .
. v s A o {'IO)
) y’“ (:; _Z- Q _‘/ 4
(m-|—l) ”'+: : i S 7:,. ; 3 1/ :

Diese Quotienten sollen gemeine Orientirungsquotienten heissen. Der Quotient (Z,_ :r .:/;,) ist
mindestens so gross, wie E),._,, sonst aber ist er numerisch grisser. Eben so ist der Quotus (Z,_:» ;Z,,}
hiichstens so gross, wie 6r—u sonst aber ist er numerisch kleiner. Der erste heisse starker Orienti-
rungsquotus und wird mit Qr—u der zweite hingegen schwacher Orientirungsquotus, und wird

mit Q,_ bezeichnet. Demgemiiss kimnen wir folgende Relationen schreiben :

x S = el
{l;“,r—-i e ;‘Zl 3 ()r—' e ;__f?l . {61)

Von den eben angefiihrten Benennungen und Bezeichnungen werden wir hier wohl einigen Gebrauch
machen, — bemerken jedoch, dass in der Fourier’schen Theorie der Gleichungen die Einfithrung derselben
der Belebung und Klarheit der wichtigsten Gesetze sich besonders férderlich erweisen wird.

In der Niihe eines primiiren Wurzelpunktes kinnen wir die Descartes’sche Curve als eine kleine
Partie der beriihrenden Parabel ansehen. Diese Partie zerfillt in zwei Abtheilungen, welche vom Wurzel-
punkt anhebend, die eine oberhalb, die andere unterhalb der Axe oz ihren Verlauf nehmen. Da in diesem
kleinen Curvenintervall von der wellenformigen Kriimmung dieser Curve nicht wohl die Rede sein kann, so
ist es klar, dass wenn eine dieser Partien als eine Folge von Convexitiitspunkten gilt, die andere nothwen-
dig als Folge von Concavitiitspunkten angesehen werden muss.

Ist man im Besitze eines in oz liegenden Punktpaares (p, p), welches ein den Wurzelpunkt gehorig
enge einschliessendes Intervall pp bildet, so kénnen wir aus diesem Punktpaar ein anderes (pp) ableiten,
welches auf ein den Wurzelpunkt enger einschliessendes Intervall pp deutet, als dies beim Intervall pp der
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Fall war. Bezeichnet man mit /> die dem Punktpaare (jp) entsprechenden Curvenpunkte, so kimnen wir
n 1w

behaupten, dass von den Paaren PP, PP’ das eine auf der convexen, das andere auf der concaven Partie

seinen Platz einnimmt.
Ist Z, Z, > 0, so ist P ein Convexititspunkt und P ein Concayvititspunkt. Die in P gelegte Beriihrende

L,, schneidet die o in p und veranlasst beziiglich ihrer Punkte P und p folgende Relation :

{ﬁ?] 00— Zuzzl(tlé——(l").

L
Bezeichnet man eine durch P gelegte, zu L,, parallele Sekante mit L;, so wird sie der Axe oz im
- - . v L] - .
Punkte p begegnen, und in Bezug auf ihre Punkte /”, p folgende Relation veranlassen:

0—27,=Z,($—1z).

(63)
Aus (62) und (63) folgt zur Bestimmung von p und p :
(64) fir Z,2,>0 T—r=—5; T—T=—.
7 Z,
Hier ist nothwendiger Weise Z, Z, < 0, hiemit Z, Z, < 0, und es ist ganz gewiss bei positivem Az in
numerischer Beziehung ’
VA
hiemit
Z, =2,

(65)
Ist Z, Z,< 0, so liegen die Punkte 7 und § in L; , und die Punkte P und p in L,, wobei L,//Ly,

Dies gibt y ' :
0—Z,=2Z(—x); 0— Z,= Z(2—a),

hiemit fiir Z, Z, < 0

; Z, . /
(66) PRV T
Z, A
Aus gleichem Grunde wie friiher ist fiir 2, 7, < 0
f e

Auf Grundlage der in (61) adoptirten Bezeichnung erhalten wir die Resultate aus (64 und (66) in fol-
gender iibereinstimmenden Fassung :
(67) fir 2,2, 20: —x=—Q,; i‘—.§=?u,
wodurch gesagt wird, dass beim ﬂbel'gang vom Intervall pp zum Intervall pp die Anniihe-
rungsgriosse an den Wurzelpunkt dem entsprechenden schwachen Orientirungsquotus

gleichkommt.
Der dem Convexititspunkte entsprechende Orientirungsquotus bildet schon die erforderliche Annihe-

rungsgrisse an den Wurzelpunkt.
Zur Bestimmung der Ausdehnungsgriosse des Intervalls pp — =, findet man mittelst (64) und (66) und

nach den hier geltenden Relationen

m
v Z Z
r—x=r1 Zu—-—zﬂ=———‘r!—2=—-+*:2—,2,
7 1
4 /l

folgende Formeln :

(68)



Studien tm Gebiete numerischer Gleichungen. 25677

hiemit in numerischer Beziehung jedesmal

T <':'2LZE:ZI§, (69)

sobald im Intervall pp Z; in Bezug auf das Vorzeichen stabil ist, und demgemiss 7, den in diesem Inter-
valle moglichen numerisch grossten Werth repriisentirt.
Ist r= 10—, und der numerische Werth von (Z, : Z,) die decadisch aufgefasste Reihe :

(IU"+’ 23 UH‘F ]

so erhiilt man zur Bestimmung des neuen, fiir weitere Approximation in Verwendung zu nehmenden Inter-
valls [(&£), ()] folgende Relationen :
(f}—r+($—-")'qrr+_ku (J"')—W)—i‘ws ('J——W (70)
- wobei #z—a=— (),
Aus den im Verlaufe dieser Untersuchung nach und nach zu Tage gefirderten Bemerkungen iiber die
Beschaffenheit der Vorzeichengruppe , welche der Functionsgruppe 72, 7,, 7, Z, innerhalb des einzu-
engenden Intervalles entspricht, ergeben sich fiir die Funetionsgruppen :

[zz, Ao ZU]

"233 22? 2[’ Z:'Il {Tl]
folgende acht miglichen Zeichencombinationen :
peari i |2 e o IS
Sttt b s i el +++3 o kol 4
(i)
[———+] [—+—+] [T ——+] She s
——— = = e e
Eine jede derselben bekundet beim Ubergange von Z,, Z,, Z,, Z, zu den Functionswerthen /J ZIE.
2,, 2,, je einen Verlust von Einem Zeichenwechsel.
8. b.
Ausdehnung der gewonnenen Auflésungsprincipien auf mehrere Gleichungen mit mehreren
Unbekannten.
Es sei:
=0 W@ =0, F(x)=0.:. Brliz)=0 (1)

ein System von » algebraisch-numerischen Gleichungen mit » Unbekannten: ,, x,, @,, . .. @,, welche in
(1) der leichteren Andeutung halber durch den allgemeinen Buchstaben & repriisentirt erscheinen. Die eigent-
liche Form dieser Gleichungen sei fiir beliebige Anzahl Striche in Folgendem gegeben:

F(x)=f(zy, 2y @3 . . . 2n)+29(2y, @y, @3, .. . ) =f+79=0. (2)
Sei zum Zwecke der anzudeutenden Differentiationen

Ang d I :
by 1 gt o g =

Drenkschriften der mathem.-naturw. Cl. XXX. Bd. Abhandl. von Nichtmitgliedern. hh
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so findet man folgende, schon an und fiir sich klare Relationen :

(4) D,

=—D,; Dy+Dy=Dyyy; D,y=rD,
Nach Taylor's Lehrsatz findet man in symbolischer Form :
Flx4iy)=(f+ip)eDv=Z,+ 77,
(5) mit den Bestimmungen:

Zy=fcosD,—osinD,; z,—fsinD,{| pcosD,

ferner
Fl(@+ 78+ @ +rn)] = (Ztizg) s Di 4 iDn)= Z, 4 ik, =
(6) = (Zy+1z2)+ (4, +72) 4+ (Z,+72)* 4 . . ., mit den Bestimmungen :
VZ,— .D” SlprEn: l,’/ et pEph L Slip e &
s'Z,= (De—o| D Dyt.(4y—||1) P Dn—|3) Y Dt %
(7) :
slz,= %n;*[g] D'l e } et %[;] B, o [";] DD L
! A R T
(0)

Tt = e
éuu— A.D + - —:l + - -2
Liisst man in (6) @, y in @ —&, y—r=y iibergehen, so erhilt man:

F(x+1y) = (Zy+ t4,) e=0+00 = Z, 4 ¢z, —

— (7:“ + ¢2,) —(/l +72)r+ (}:’2 + #%,)7*— . . . mit den Bestimmungen :
.I;'f ( ).-e 3. §—2 )2 ‘?‘; ‘1 s Ds—| & ,{)S_SIJ:: "
Siliy= Ii_ .2 DE ITI-!-"' Ju—‘(l E D-,}— :} 3 Ta+"' o
'L]U_] { g { 8 [
i 48 £ s—2 2 , s—1 ) s—3 3 -
x!-‘-.',,: ‘!.“h—[?]p__ D,.‘+i Eu—i—{[l}f)z D,‘—[:}] 1U1 [)T'+'h ‘/‘il
Zy=Ly—r X+ Z,— 7,4 ...
(11) : ! 2 p
2p=2,— T2 412, —r°8; +
Aus (7) und (10) ist die Congruenz der Bildungsgesetze ersichtlich.
Die einzelnen Glieder in F(a) konnen wir in der Form Haz*, @,% . . -x,* voraussetzen und dic je-
weilige Summe o, + o, 4 234 . . . 4 «,=s bestimmen.

Das hichste s bestimmt den Grad des betreffenden Gleichungspolynomes, und man kann versichert

(12) sein, dass man von den unendlichen Reihen cos D,, sin D, die der Form —*- angehorigen Glieder nicht
i T .

weiter zu beriicksichtigen haben wird , sobald der betreffende Exponent m sich grosser gestaltet, als der
Grad des Gleichungspolynomes Einheiten zihlt.

Denken wir uns zwei aufeinander senkrecht stehende Axen oz, oy, und in der betreffenden Ebene
irgend eine geschlossene ebene Partie, etwa ein Rechtek mit zn o, oy parallelen Seiten, dessen Umfangs-
linie keinen Wurzelpunkt, d. h. keinen solchen Punkt beherbergt, dessen entsprechender Bestimmungsaus-
druck etwa ax, -+ ¢y, fihig ist, im Verbande der passend gewiihlten Werthe von w, 4 7y,, =+ ¢y, - -
x,+ 7y, die in (1) gegebenen Gleichungen gleichzeitig zu erfiilllen. Das zugehorige Umgebungsverhiiltniss
auf eine der Gleichungen (1) bezogen, mige mit ()., ,, bezeichnet werden, nachdem man oberhalb ¢ eine der
ins Auge gefassten Gleichung entsprechende Anzahl von Strichen gesetzt sich vorstellt.
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Man erhiilt entsprechend der Gleichung F'(z) = 0 das Umgebungsverhiiltniss im Folgenden:

o Z, _f'cosD,—¢'sinD, :
~ 2’ f'sinD,4g¢'cosD, (=)

Fiir irgend einen angenommenen Umgebungspunkt erhiilt man in diesem Falle den Werth von «r, 4 ¢y, .
auf Grund dieser Werthe von z,, #, bestimme man durch Auflésung der iibrigen (z—1) Gleichungen:
Bl = 0. Payi=10.1 B =0 .. Bz)=0 (14)
irgend eines der gentigenden Werthsysteme von:
Xy Frys, @3-beyys .. Zattyn
und erhiilt durch Einfiithrung desselben in (13) den anfinglichen, dem Punkte (z, 4 ¢y,) entsprechenden
Werth von ¢',,,,, fiir den niichsten Punkt ':J“'t + &]+ a'|g;1+'r,,i;- erhiilt man bei gehorig kleinen & und 7,

[

zur Ausmittelung der entsprechenden Werthe von &, »,, &, #,, &, %, . . . &, u, folgende nach (7) zu

deutende und in Bezug aunf diese Grissen dem ersten Grad angehirige Gleichungen:
- :

e e 7 (x o Lo A Ty =
/;1 ___Zl =...—/f'l'l]—...q'.l :GI ...—-;;J’:U, |1.'“).|

aus welchen man geradezu die (2»—2) unbekannten Zusitze &, &, ... &, n,, u, ... %, ziechen, und auf.
Grund dieser gewonnenen Werthe den Werth des dem niichsten Punkte zugehirigen Umgebungsverhiiltnisses,
nimlich den Werth @', ;: , ., berechnen kann.

In dieser Weise von einem Umgebungspunkte zum nichsten iibergehend, wird man die Anzahl der posi-
tiven Mutationen bestimmen, welche der Ausdruck ¢, , beim Durchlaufen der ganzen Umgebungslinie dar-
bietet. Aus der halben Anzahl positiver Mutationen wird man auf eben so viele Wurzelpunkte scchlies;ssen.flﬁj
welche im Bereiche des von der angenommenen Umgebungslinie eingeschlossenen Raumes enthalten sind.
Durch fortschreitenden Ubergang zu kleineren und kleineren Partialrechtecken wird es endlich gelingen,
die einzelnen Wurzelpunkte von einander zu sondern, und anf diese Weise zu Systemen von angeniiherten
und zusammengehiorigen Werthen von

e O P S S TR R O R N A 8
za gelangen, welche den Gleichungen gleichzeitig geniigen, und als angeniiherte Wurzelsysteme dieser Glei-
chungen gelten.

Um die simwmtlichen Wurzelsysteme der Gleichungen (1) zu erbalten muss man natiirlicher Weise jedes
der Wurzelsysteme der Gleichungen (14) nach der in (16) beschriebenen, Weise, und zwar mit Riicksicht auf
eine gehorig ausgedehnte, um den Axenursprung herum gelegte Umgebungslinie zur Verwendung gelangen
lassen, und dann erst durch Ubergang zu immer kleineren und kleineren Unterabtheilungen, die im Bereiche
der Totalumgebungslinie angedeuteten Wurzelpunkte von einander sondern.

Es ist kaum nothig zu bemerken, wie man zu verfahren habe, um im Sinne (27) §. 3 die Anzahl der
zwischen zwei Parallelen sich vorfindenden Wurzelpunkte zu ermitteln. Auch sieht man ein, dass dieser zur
Trennung der Wurzeln vorgeschriebene Weg darauf berukt, dass man die Miglichkeit voraussetzt, die Auf-
losung von (z—1) Gleichungen vollstiindig zu bewirken, um hiedurch die Auflésung eines Systemes von »
Gleichungen zu vermitteln.

Hieraus leitet sich folgendes Verfahren ab:

(17)

Man betrachte den Axenursprung als den Initialpunkt der Umgebungslinien und setze zu diesem Behufe
Cy Tty =Xyt tyy=ax, ey, = ... =t y.=0. (18)

Lise die Gleichung F'(x)=0 auf Grund der Annahme (18) auf, und findet alle miglichen Werthe des
Ausdruckes (2,4 ¢y,). Mit jedem dieser Werthe verfiigt man sich zum Durchlaufen der im Axenpunkte

hh =
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(19) beginnenden Umgebungslinie, um mit Hilfe ¢, , die Anzahl der Werthsysteme [z, -2y, , @, + 7y, zu
eruiren, und jedes einzeln anzugeben. Dann wird jedes so erhaltene Werthsystem im Verbande mit der An-

nahme
(20) Lt ty—,feyy=— ... =z, L2y =0
die ersten zwei Gleichungen in (1) gleichzeitig erfiillen.
Auf Grund der in (19) und (20) angedeuteten Werthsysteme beniitze . man den Ausdruck @, , , um mit

Riicksicht auf die im Punkte z,—=y,— 0 beginnende Umgebungslinie die Anzahl der Werthsysteme von
(¢, + 7y, » @, 4 7y,, x4 7y;) zu eruiren, und jedes derselben gesondert darzustellen. Dann wird jedes ein-
zelue im Verbande mit der Fundamentalannahme

Zyt iy =5t 1y, = .. . =Ta+7Ya=0

den ersten drei Gleichungen in (1) gleichzeitig geniigen.
In dieser Weise successive zu den Ausdriicken ¢ ({)(;"'fy y oo QM dibergehend, gelangt man end-
M 5¥s HnTn
lich zu allen miglichen Werthsystemen

@+ 1Yy Tt Yyy - o s Tat Yy

deren jedes fiir sich die Gleichungen (1) gleichzeitig erfiillt und demgemiiss ein diesem Gleichungssysteme
entsprechendes Wurzelsystem repriisentirt.
Bei einem vorgelegten Systeme von zwei Gleichungen :

(21) F(zy, 2) =0, F'(z,,)=0

betrachte man etwa die zweite derselben als eine Buchstabengleichung, entwickle die Wurzeln derselben
@y, @'y, @'y, &y .. .1n convergente, nach den Potenzen von x, fortschreitende Reihen, und findet etwa:

G0 5 4
(22) ay =Y (@) ;

man erhiilt dann fiir jede Anmahme @, = a, 4 24, sehr leicht @, = a, 4 74, und wird demgemiiss in Bezug auf
eine beliebig angenommene Umgebungslinie ermitteln, wie viele positive Mutationen das der ersten der Glei-
chungen (20) zugehirige Umgebungsverhiiliniss darbietet. Man erfiihrt schliesslich die Anzahl der innerhalb
der vorgezeichneten Umgebungslinie sich vorfindenden Wurzelpunkte — und in weiterer Folge die entspre-
chenden Wurzelwerthsysteme selbst.

Der in §. 1 (21) dargelegte Vorgang mige in iihnlicher Weise auch auf das System (1) angedentet
werden.

Es sei =

(23) &+ Yy, Xy 1Yy - o - Ty,

ein angenommenes Initialsystem, welches in (1) eingefiihrt die Substitutionsresultate

(24) Zy Y vy, 2y vz ... ZW40z®
liefert. Zur Bestimmung der Zusiitze &, &, .. . &3 9, %, . - + %, kinnte man mit Riicksicht auf den in (7)

ersichtlichen Bau der Ausdriicke Z, und z, folgende in Bezug auf £ und » lineare Gleichungen aufstellen :
f25J Z]f + 8'31’ :_E:(ZO: + -z‘zﬂ’) . Zlu + ?:2',” — _'E”(Zﬂ.“ + al“""u“) k0 Zl(ﬂ}+ t..".'l(”‘] = _S{nj(zu{n) + z-su(n))
und erhiilt dann in Folge der so geiinderten Initialwerthe :
(26) oy +& iy + )5 o+ &+ i@et,) - - bt d(yn )
die Substitutionsresultate :

¥ L] L X
(27) Z) ikl ZRag e s,
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Diese kinnen fiir gehorig kleine jedoch zweckniissig gewiihlte Werthe ', ¢ . . . ¢ die Eigenschaft
erhalten, dass in Bezug auf beliebige in (1) vorgelegte Gleichung die Relation

B4 2> 42 (28)

Platz greift. In dieser Weise fortfahrend, gelangt man durch fortgesetzte Correction der als Initialwerthe an-
eesehenen vorhergehenden Werthe zu einem Werthsysteme , fiir welches die entsprechenden Substitutions-
resultate der vorgezeichneten Genauigkeit unbeschadet vernachliissighare, kleine Werthe annehmen, und
welches demgemiiss in erster Anniiherung als ein den Gleichungen (1) entsprechendes Wurzelsystem selbst
angesehen werden kann.

Methode der reguliren Einengung der Wurzelwerthe.
Seien

S=(z,+ 7y, zptoy, ..zatoy); S=(&, 2y, &4y, . . . &ut7on) (29)
zwei Werthsysteme, deren Wechselbeziehung fiir beliebige Zeiger in den Gleichungen
e=atz, y=y+z, r=10"—" (30)

bei constanten = und » charakterisirt werden mige.

Das erste Werthsystem in (29) sei dem wahren Wurzelwerthsystem dermassen angeniihert, dass man
es aus demselben als abgeleitet sich denken kann, in der Weise, dass man in den - und y-Werthen des
Wurzelwerthsystemes alle mit den Stellenzeigern — (»+41), — (»+2), — (»+43) . . . versehenen Ziffern (31,
wegliisst. Demgemiiss sind die z- und y-Werthe von S simmtlich numerisch kleiner, und die - und
y-Werthe von S simmtlich numerisch grosser, als die entsprechenden wx- und y-Werthe im Wurzelwerth- -
systeme = &. Aus S und S wollen wir zwei numerisch mittlere Werthsysteme & und S ableiten, von der
Beschaffenheit, dass in Beziehung der numerischen x- und y-Werthe die Relationen

‘S<'§'<@<§<f)" (32)
stattfinden.
Die abgeleiteten Werthsysteme kinnen auf folgende Art dargestellt werden :

o |[-"‘:{'l +¢9y, ";"2 + 7Yy, - Bt VYa) 3 S=(F +iYy, E+iF,, . - - Ent ) (33)
mit den fiir beliebige, den y und = angehiingte Zeiger geltenden Bestimmungsgleichungen :

E—atrl; B—d—rl—atrc(1—E)

(34)
j=y+i; §=y—ri=y+:(1-%)
F—d=r(1—b—O=r,; §j—f=r(1—%—F)=x,. (35)
Setzt man ausserdem :
Z,Di— 3, D5 =7, ; Z,(DF—D;®)—2 Dt Dy, —2,.2
2 D / : : 2 2y 9 gt o) (36)
2, D+ 2, Dp= 2,5 2,(D¢ —D;,;)—|—_I)'E'D+;/fo=ﬁ2._

e

und erklirt iberhaupt, dass durch die iiber Z, = gesetzten Striche auf die entsprechenden Werthe von « und
y in der durch Z und z ausgedriickten Function hingedeutet wird, dass dagegen die unter ~, = gelegten
Striche von den in der Differentationsdeterminante spielenden £ und » entlehnt sind, so erhiilt man in Bezug
auf die Systeme S, é, § folgende mit der zweiten Potenz des klein gedachten = abgeschlossene Relationen:
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L
Z0=Z|J+Tf?1+ra‘?%; £u=zu+7ﬁ1+72ﬁz

(37)
ﬁ e, Z 2/ ey = iy
¥ ‘"_‘.,.+ SOE 0= e R e
— e e - o
(38 ‘0 “0 ‘{r_""u+"l+' ~2
a0 | 1

[
(=
=

L L) L)
- - ¢ 5 o =k %A
"/t:“‘/il_-f1+- 2% ‘1':'|" 5 5

Die in (38) unter 7, = angesetzte Ziffer 1 deutet an, dass man in den betreffenden Differentationsdeter-
minanten ., D, die Grossen &£ und » mit Belassung ihrer Zeichen in numerischer Beziehung mit der Ein-
heit ausgleicht.

Das System der Gleichungen (38) geht somit aus dem System (37) dadurch hervor , dass man in (37)

(39) die & und %-Werthe in numerischer Beziehung mit der Einheit ausgleicht. Solehe Gleichungssysteme kinnen
"/ als zu einer beliebigen Gleichung in (1) gehorig betrachtet werden, wenn man nur rechts oberhalb neben den
Buchstaben 7 und = eine entsprechende Anzahl Striche setzt.

In der ersten Zeile (37) sind die Werthe :, % echte Briiche, und innerhalb Null und denjenigen Wer-
t'lmlthen variabel zu denken, welche das System S in das System € umgestalten. Hbenﬂ so werden die I}\’crthe

£ und % innerhalb Null und denjenigen Werthen variabel gedacht, welche den Ubergang von S in €
hewirken.

Innerhalb des klein gedachten Intervalls von «, y bis @, 7 gehen die Functionen Z, und z, durch den
Nullwerth, und demgemiiss kinnen wir mit Riicksicht auf die Auffassung (40) die Relationen
0, &2 <ondizislond 2o Lie

‘anu{o?

2923y <

{41 :
Z 2 U

ll‘.):->O

einriinmen. In weiterer Folge miissen wir zugeben, dass die Grissen /] Z,, / /] ein gemeinschaftliches

Vorzeichen besitzen, und dass eben so die Grissen z,, 2, 2, #, ;._!,l(,wllhe.f,ew]1nct. sich ergeben miissen.
e e

(42) Auch werden die mit dem Zeiger 2 versehenen # und z in (37) und (38) mit gleichen Vorzeichen versehen
gedacht.

Nun kinnen wir zur Aufstellung der angekiindigten Methode der reguliiren Einengung der Wurzelinter-
valle schreiten. Die Lisung dieser Aufgabe besteht offenbar in der Angahe von 4 wo miglich dem ersten
Grade angehorigen Beiatmnen, um aus den bekannten Systemen S und S die an das System & niiher hcn{'n—
den Werthsysteme S und S mittelst der gedachten 4 » Relationen zu ermitteln. Diese in Bezug auf & 7, c, 7
linearen Gleichungen kinnen wir nicht anderswo her, als aus den Gleichungen (1) beziehen, — und es ist
der Natur der Sache gemiiss zu erwarten, dass jede der » Gleichungen vier der nithigen Relationen
bieten wird.

Um die Einflussnahme jeder einzelnen in (1) angefiihrten Gleichung auf die Aufstellung der nithigen
Relationen zu beurtheilen, fassen wir irgend eine dieser Glciciiungcu, etwa die einstweilen von der Strich-
markirung ledige Gleichung

(43) F(x) =0
niiher ins Auge, und denken uns bereits im Besitze von (42—4) der erwiihnten Relationen, welche uns die
Gleichungen (1) nach Abscheidung der n (43) ang vefiihrten gehefelt haben. Mittelst solchen Relationen kion-

nen wn etwa die Gro&sen é’ 51, Bl ol Ty, Tigy ¥y - - - Wiy durch die Griossen i',, #,; eben so die Gros-
sen t E i:_' .En, Vg Miks "Iq .. . %, durch das Grissenpaar & -fr} ausdriicken und in die zu (43) zugeho-

rigen Gleu hungen (37) substituiren. Betrachtet man in Bezug auf ein orthogonales Axensystem die Grossen-
gruppen (Z,, &, 9), (&, @& §), (Zy, & §), (Z4y &, #) als je drei laufende Coordinaten in den betreffenden
Gleichungen (37), so stellt sowohl das Gleichungspaar in der ersten Zeile, als auch das Gleichungspaar in
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der zweiten Zeile in (37) je ein Flichenpaar vor, nimlich die primiire und secundiire Hilfsfliiche der Glei-
chung (43). Die Punkte (7,, #, y) und (Z, &, g) befinden sich anf entgegengesetzten Seiten von woy ;
eben so die Punkte (z,, =, y) und (2,, z, ).

Nach Weglassung der mit =* versehenen Glieder gehen aus (37) die Gleichungen der Beruhrunwsehenen
hervor, deren Richtungen von den Griissen Z,, 2, /',, %, oder vielmehr von den zu € T, t&, %, gehd-

TEs
rigen Coéfficienten abhiingen, welche sich in den Ausdriicken z,, Z,, 2, 2] ergeben, sobald man aus den-
selben mittelst den priisumirten (42—4) Relationen die mit den Zeigern 2, 3, 4, 5...n versehenen E’ E M,
wegschafft. Von den Beriihrungspunkten (7, =, ) und (7, &, #) ist immer der eine ein Concavitiits- und
der andere ein Convexitiitspunkt. Gleiches gilt vom Beriibrungspunktepaar (z,, =, y) und (%, «, 7).

Nach den im §. 4 entwickelten Principien wird es nicht schwer fallen, je nach Beschaffenheit der ins
Aunge gefassten Gleichung (43) zu entscheiden, welche von den vier Beriihrungspunkten der Concavitiit, und
welche der Convexitiit angehioren, und man wird ohne Miihe von Fall zu Fall der Gleichung (43) entspre-
chend, jedesmal die vier resultirenden Relationen aufstellen.

Z‘,;;!)O ‘.'Zl—-i-‘r/: ‘;:l (:“__0;
O ' ;
- zo.’-;'z =) Tz + = z, = —7 2 éu:O.

..,
EINN
-

2%,>0 ( =7+ Z,=
: .

-
(—

I

<

+

_+_

oty i
202, <0 ?—-:f.t 42, =0; 72 42 =0.
- 7,2, <0 E_fg',+zu=0-, <y + Z,=0;
205 >0 | 12 +2, =03 —rz+4=0.
av) Zu’?z<0 —-r:Z,-i-ZU:O; «.-::,-;-’:0:0:
s'o";'z<0 —72 +2,=0; 72, + %, =0.

Man sieht ein, dass man zu denselben Relationen gelangen wird, wenn man zur Bestimmung der Punkt-
folgen auf den Hilfsfliichen nicht die Grissenpaare (ét, 7)) (é‘ll, 7,), sondern beliebige andere Grissenpaare,
etwa (és, 7a)y (‘t'_l';, 7,) in Verwendung genemmen hiitte.

Nach Massgabe der den Producten 7, / und =z, 2 gehirigen Zeichencombination liefert auf Grund

(44) jede der in (1) vorgelegten Gleichungen JC vier lineare, zur Bestimmung von £, %, £ % hiemit auch zur
Bestimmung der Werthsysteme S, S dienende Gleichungen, und es bleibt nur noch iibrig, die Frage zu beant-
worten, in wie ferne die neuen Intervallausdehnungen -, =, kleiner geworden sind, als die angenommene
gemeinschaftliche Intervallausdehnung r = 10—,

Zu diesem Behufe erhalten wir aus (35) :

Dt Do = (%2 7)) 5 Ly Doyt Doy = o (B — 2, —Z)
1 L -

20 Des+ ZyDey = (5 — 2,—2) 5 44 Dee—7

ferner aus (38):

Aus der ersten Zeile in (I) findet man mit Riicksicht auf (46):
.2"0—2'0:1-({71—}- ‘?1) ;7%14'7!;{ ,

(44)

(45)

(46)



264 Lorenz Zmurko.
hiemit :
r(Z,—?,—-?,)-l—r?Z! =0,
und schliesslich wegen (45): : ;
Zy Dz, — 2, Dr, + 7 .’fz =
und durch gleiche Behandlung der zweiten Zeile in (I)
(47) 2o Deet 2y Dy + 7t =
Behandelt man auf diese Weise eine jede Zeile in (44), so erhilt man :
Im Ealle () .o s ZUDr;—-z[,I):y-I-TEIFS =0, 2D+ 2,D:,+ .—‘I;-E =0
agdosT ) amp el vz il 03 i el il ST /’?Uﬂ,y_.-*léz 2t

(M) o e D e D s s g S St s =0;

1

(48)

”n

(V) it D es & Dy — 2 2 =0, éuD.-xﬁ-/!UI:_.,—.-léi:U.

Es wird somit jede Gleichung in (1) in dem besonderen ihr zukommenden Falle je zwei lineare Glei-
chungen liefern. Die hieraus resultirenden 2z Gleichungen sind geradezu geniigend, und die 2% Intervall-
T, . 7, zu berechnen. Setzt man in (48) ganz allgemein :

Yi® e

lAngen e, 7o 00 ve Tres T
(49) Tz =T Tg; Ty=— v

so erhilt man Gleichungen, aus welchen sich * wegdividiren lisst. So geht beispielsweise im Fall (I) fol-
gendes Relationspaar zum Vorschein :

(20) ZyDi'y—z2, Doy + Z,=0, 2,Dv.+ Z,D:'y+2,=0.
1 1

Bezeichnet man von den Grissen /., /s « v . T4y Ty, Ty + « » Ty, die numerisch grosste mit ', und

findet man durch Auflisung der 2% Gleichungen etwa:

ol fy 1 7 '
so erhiilt man zur Bestimmung der fiir die weitere Rechnung erforderlichen reducirten Grenzwerthe (&), (x),
(g}), (7) folgende Relationen :

(&) =x+£& 5 ($)$(I)+W1

2rt+k

(52) 1
» N=0)+q5o7 5

2rtk

() =y+

und die in dieser Riicksicht richtig gestellte neue Intervallausdehnung :

) ; 1
t53) (?) T 102,._*_;, .

Hier gelten iiberhaupt alle bei dihnlicher Gelegenheit in §. 4 von (36) bis (44) gemachten Bemerkungen.

Die Auflosung der in (1) gegebenen Gleichungen haben wir eigentlich zuriickgefiihrt auf die Auflosung
von 2x Gleichungen mit 2z primiir aufgefassten Unbekannten z,, @, @ .. . @u, Yy, Y5y Y - - - Yu, und
erhielten die betreffenden Bestimmungsgleichungen in folgender Form:

< r Lr ) e e, T a2 e f o BE Ll
(54) Z = Z 7 = Ft = e R SR e el =g = o =ik
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Sollen die Gleichungen (1) Systeme von eingliedrigen primiiren oder secundiren Wurzeln zulassen, so
muss es moglich sein, den 2z Glcichungen im ersten IPalle bei der Annahme it e D ()
durch » primire Grossen @, @,, @3 ... x,; im zweiten Falle bei der Annahme &, =, =2, = ... =2, =0
durch » secundiire Grossen y,, ¥y, - . . ¥, zU geniigen.

Jede der angefiihrten zwei Eventualititen ist im Allgemeinen unzulissig, — kann jedoch in speciellen
Fiillen zum Vorschein kommen, sobald die Gleichungscoéfficienten in (1) sich dazu eignen, num die Erfiil-
lung der iiberschiissigen Bedingungen in (54) herbeizufiihren. Demgemiiss wird es geniigen, die Berechnung
der Systeme von primiiren Wurzeln nur bei Gleichungen mit primiiren Coéfficienten zur Darstellung zu
bringen.

Fiir Systeme von Gleichungen mit primiiren Coéfficienten liisst sich zum Behufe der Tennung ihrer pri-
méiren Wurzelsysteme die in (17) bis (20) angedeutete Staffelmethode vollkommen in Anwendung bringen,
nur mit der hier sich darbietenden Vereinfachung, dass man hier nicht aus dem Verlaufe der Umgebungs-
linien , sondern blos aus dem Verlaufe in der Axe oz die Anzahl der Mutationen zn entnehmen hat. Das
betreffende Umgebungsverhiiltniss bildet das jedesmalige neu in den Bereich der Untersuchung gezogene
(leichungspolynom. Die Mutationsstellen bilden hier die Wurzelpunkte selbst, und gleichen sich in Bezug
auf die Anzahlen aus.

Auch beziiglich der reguliiren Einschliessung der primiiren Wurzelsysteme ist es nicht nothwendig, eine
neune Untersuchung einzuleiten, weil die fiir die Gleichungen (54) begriindete und in der Aufstellung der Re-
lationen (44) bestehende Methode geradezu darauf hinausgeht, primire Wurzelsysteme x,, @,, x, . . . a,,
Yys Yp - - - yYu des mit primiren Coéfficienten versehenen Gleichungssystemes (54) durch reguliire Intervall-
einengung mit jeder erwiinschten Genaunigkeit zu bestimmen.

Die in Bezug auf die Gleichungen (1) einigermassen speciell gehaltene Bildungsweise in (7) und (8)
bietet gegen unsere eben ausgesprochene Behauptung nichts Anstissiges, weil fiir

d d

it -
s R AR 3

H;rl 5

d d
-D= 1;1+ dyz f{g“}_ * - —l._dl{(“ in

;’3.?/1
eben diese Bildungsweise durch folgende ganz gewihnliche ersetzt werden kann :
sl — 2, D2, sl s

Auch wird man nicht aus dem Umstande einen Tadel schipfen wollen, weil die Aufstellung der Rela-
tionen (44) sich auf eine gerade Anzahl Gleichungen basirt, — sobald man bedenkt, dass aus einer jeden
Gleichung in (54) insbesondere ohne Riicksicht auf die iibrigen sowohl das im gegebenen Falle stattfindende
Criterium, als auch das diesem Criterium entsprechende Relationspaar bezogen wird.

Ubrigens stellen sich die Gleichungen (1) fiir ¢ =0 als Gleichungen mit primiiren Coéfficienten dar. Mit
Riicksicht auf primire Wurzelsysteme erhilt man y =y, =y, = .. .4, =0, D, =2,=2,= ... =2,=0,
die Relationen in (44) werden in der zweiten Zeile identisch erfiillt, die in der ersten Zeile enthaltenen Rela-
tionen sind die zur Einengung der primiren Wurzelintervalle erforderlichen Bestimmungsgleichungen. Auch
von den Gleichungen (48) bleibt von Fall zu Fall in jeder Zeile blos die erste Gleichung iibrig, und dient
blos zur Bestimmung der Intervalldistanzen =, , r., . .. 7 .

Sl
Begrindung des Fourier'schen Verfahrens bei der Trennung der primaren Wurzeln.
Sei
f@)=a"+ dn_a\ '+ A, a* 24 ... 4 A2+ A+ A4, =0

eine mit primiiren Coéfficienten versehene Gleichung.

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl, XXX, Bd. Abhandl. von Nichtmitgliedern. il

(1)
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Wenn man blos primiire Werthe fiir 2 beriicksichtigt, so erhilt man aus §. 1 (5), (7) fiir y = ¢ (2) =0,
hiemit auch D =0, cos D=1, sinD =0:

(2) alZ,= fi(=), slz.=0, hiemit 0,=24,, «,=0,
wo s die Anzahl der Differentationen andeutet, welche an dem Ausdrucke f(x) zu vollbringen sind.
Aus (1) findet man ganz allgemein :

,.s—-—[

o ot
f.r—a{:ﬂ"]' .5) =_}“?'—![’_‘r') +_f,._s+|(w) l._! +.f:’—3+3(‘r.) é_! + 3 + fr—q{ e T | ( I)‘

+

wenn man in dieser Gleichung die Bezeichnung aus (2) einfithrt, und ausserdem

; 4 emikp
frsatp) = (r—s)' 2,

setzt, so erhilt man :

1! o) r—1) rl 3
(T'_S) /—s (r—s8)! Z,— s+ 8+ ) S s+|*’:+( + ) VA s+"‘2+ "l"t 131/—|?5-I+EKJ-;"+\\3

und hieraus wegen

(r—stm)! [r—.s+m ]

(?—s)'mT "
(3) 2 =, _ ‘_}_l?—e{—l] e s+lr‘|—[}__8+‘)‘ Zr—st2p" - +[J_ll/r l’“_i—}—l ]/f‘ + &

Es sei hier Z, von Null verschieden, und ausserdem migen mehre successiv aufeinander folgende, mit

kleinerem Zeiger als » versehene Z fiir den in Betracht gezogenen Werth von = Nullwerthe annehmen, so
findet man fiir ein gehorig kleines p

(4) ¥l =(7)z#.

sobald auch Z,_, im Gefolge der verschwindenden Z sich befindet. Ist auch Z,_,  fiir diesen Werth von o
mit dem Nullwerthe behaftet, so findet man ebenfalls

Ak C oy r i ik AN IELE g
(5) Lpmstt = [s__lJ’-'/rF'_ , hiemit Qr-s___s

J:+p
sobald man unter dem Symbol ¢ den in §. 4 (60), (61) erklirten Orientirungsquotus versteht.
Denken wir uns die Functionsreihe

{G) Zry ‘Zr—l ) Zr:—-g) Zr—-g AT Zr—-m ] Zr-—nl-—1

mit den zugehorigen Orientirungsquotienten

(7) Qr—l ? Qrwg; Qr—-;} L (x)f—m ? Qr—m-—l

von der Beschaffenheit, dass mit Ausnahme der Functionen Z, und Z._, , alle iibrigen Functionen in (6)
Nullwerthe annehmen. In diesem Falle wird ¢, , =0, @,_,_1= + oc, und alle iibrigen Orientirungsquo-
tienten in (7) erscheinen in der Form {.

Lisst man « in x-p iibergehen, so erhiilt man in Folge der angenommenen Beschaffenheit der Fune-
tionsreihe (6) und der Relation (5) die in (7) angedeutete Quotientenreihe in folgender Form :

P_ P Zr—m—f

[ PY P { 5
2 9 b ] - ’ -
1 2 o 4 m ( ﬂ!)[ ] Z o

®
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Hieraus geht hervor, dass in (7) wegen g — O nur der letzte Orientirungsquotus einen unendlich grossen
Werth annimmt, wihrend alle iibrigen den Nullwerth erhalten.

Die Reihenfolge der den aunfeinanderfolgenden Orientirungsquotienten angehdrigen Vorzeichen wollen
wir die Orientirungszeichengruppe nennen.

Mit Riicksicht auf ein gerades oder ungerades m , und mit Hinblick auf das Vorzeichen des Quotus
(Z—m—1+ Z,) miissen wir bei der Bildung der Orientirungszeichengruppe in (8) vier Fiille unterscheiden, und

man erhiilt aus (8):

e My D g —p 22— | o
fir —=2=1 < 0 und gerades m | e £
Z" n -IT+P ++++ ++‘
fiir A—’:—;i = 0 und ungerades -m% QIR P = SR R
- Rl e ol o S D e (9)
fiir ﬁ’:j“_" < 0 und gerades m LR e el
= dopoatp F4++4. =
: / e g e L
fiir /’_#_’ < 0 und ungerades m R Lawh =
Z, N e e L

Aus dem vorstehenden Tableau ersehen wir folgende Gesetze:

1. Beim Ubergang durch die Verschwindungsstelle einer geraden Anzahl consecutiver Z-Funetio-
nen ergibt sich jedesmal ein Gewinn von eben so vielen positiven Zeichen in der entspre-
chenden Orientirungszeichengruppe. (10)
2. Beim Ubergang durch die Verschwindungsstelle einer ungeraden Anzahl consecutiver Z-Func-
tionen ergibt sich in der entsprechenden Orientirungsgruppe ein Gewinn von eben so vielen
positiven Zeichen mehr oder weniger Einem, je nachdem die verschwindenden Functio-
nen zwischen gleich oder ungleich bezeichneten Grenzfunctionen enthalten sind.

In einer Functionsreihe (6) liefern je zwei Nachbarglieder an die Orientirungszeichengruppe ein nega-
tives oder positives Zeichen ab, je nachdem ihr Vorzeichencomplex sich als ein Zeichenwechsel oder
eine Zeichenfolge prisentirt. Demgemiiss lassen sich die in (10) ausgesprochenen Gesetze auch auf fol-
gende Weise auspriigen :

2) Der Ubergang durch die Verschwindungsstelle einer geraden Anzahl von consecutiven Z-Funetio-
nen kennzeichnet sich in der entsprechenden Zeichenreihe durch einen Verlust von eben so vielen
Zeichenwechseln. (11)
B) Der Ubergang durch die Verschwindungsstelle einer ungeraden Anzahl consecutiver Z-Functionen
kennzeichnet sich in der entsprechenden Zeichenreihe durch einen Verlust von eben so vielen Zei-
chenwechseln mehr oder weniger Einem, je nachdem die verschwindenden Z-Functionen zwischen
gleich oder ungleich bezeichneten Grenzgliedern enthalten sind.

Denken wir uns in der Functionsreihe (6) das letzte Glied, niimlich die Funetion 7, ,, , weg, so wird
demgemiiss in allen sub (9) angefiihrten Zeichengruppen das Schlusszeichen wegfallen, und man gelangt auf
diese Weise zum folgenden Resultate :

) Der Ubergang durch die Verschwindungsstelle einer belichigen Anzahl consecutiver Endfunctio-
nen gibt sich kund durch den Verlust eben so 7ieler Zeichenwechsel in der betreffenden Zeichen-
reihe. : (12)

3) Der Ubergang durch die Verschwindungsstelle einer einzigen zwischen ungleich bezeichneten
Nachbarfunctionen liegenden intermediiiren Z-Functionen iibt zufolge f) auf die Anzahl der Zei-
chenwechsel in der betreffenden Zeichenreihe gar keinen Einfluss aus.

ii *
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Nachdem wir in der bisherigen Untersuchung geniigende Anhaltspunkte gewonnen haben, um den Ein-
fluss des ﬁberganges durch eine Verschwindungsstelle consecutiver Z-Functionen auf die betreffende Func-
tions- als auch auf die Orientirungszeichengruppe gehirig zu wiirdigen, wollen wir uns bestreben, in einer

(18) fiir die weiteren Zwecke passenden Weise die Frage zu beantworten: von wie viel complexen Wur-
zeln der Gleichung Z, ,, ;=0 der einer solchen Verschwindungsstelle zukommende
x-Werth als ein indicatorischer Werth betrachtet werden soll.

Nach der im (4) angedeuteten Weise finden wir fiir ein sehr kleines p:

]4.} 3}_.0 1:4(/ |+ 75 Z Gm+l:Z {1+ r _Z,. S | H
k r—m— A g — ?-‘f—}—IJ r| r--m—-—!‘( ‘H.r—i—]_ ,Jr_-.m“l .J j A

Ist « eine gehirig kleine positive Grosse, so kinnen wir immerhin ¢ der Art bestimmen, dass die

Relation
r /r _,J'm—p—i - __sm-'—l
m—41

Z,-—m—l .
erfiillt wird.
Durch Auflosung dieser Gleichung in Bezug aut ; finden wir mit Riicksicht auf den Umstand, dass

P
7 " s 0 sich ergeben kann, folgende Relationen:
“r—m—1
7 Y
A4 7 1 g /J,I_—”:I-— fm{- {
(15) fir ——— >0...p=(—Dar1§[ * )z .=
Zrmy ' T (m—}—l \
s L
(16) fiv 4L Lab s W e
ir ———<O0...p=(F1)mH) * )z (.c¢
Bt i AORO A

In jedem dieser Fiille erhalten wir aus (14):

z+p !
.4,_,"_1 — Zr_r"_"l _;l_sm‘.l:' L
hiemit in numerischer Beziehung

=+p

{17] ’/J,.._,,,_i < Z;-—m -1

+

1 1
Da jeder der Ausdriicke (—1)»t! und (4-1)»t! auf eine Anzahl von je (m+ 1) Werthen hindeutet, so
schliessen wir gerade so, wie in §. 1, dass der einer Verschwindungsstelle von = consecativen Z-Functio-
nen entsprechende xz-Werth als Initialwerth von (m+1) Wurzeln der Gleichung

(18) sty

angesehen werden darf, sobald man im Ausdrucke Z, ,,_; den Buchstaben . als die Unbekannte ansieht.
" 1

[st nun in (15) m gerade, so ist Einer der (- 1) Werthe von (—1)»*! ein negativ-primiirer; in die-

sem Falle ist der betreffende =-Werth ein indicatoriseher Werth von m complexen Wurzeln der Glei-
p
1

chung (18). Ist in (15) m ungerade, so ist keiner der (m-1) moglichen Werthe von (—1)™+! primir. In
(19) diesem Falle indicirt der betreffende =-Werth (m+-1) complexe Wurzeln in (18).
i

[st in (16) m gerade,l so ist Einer der (m4-1) moglichen Werthe von (41)»* ein positiv-primirer, nnd

der betreffende x-Werth indicirt in diesem Falle m complexe Wurzeln in (18).
1

Ist endlich in (16) m ungerade, so sind zwei der moglichen (1) Werthe von (4 1)+ primir, und
der betreffende x-Werth indicirt in diesem Falle (m—1) Wurzeln in (18).
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Ausserdem wissen wir aus der in § 1 sub (62) niedergelegten Aussage, dass ein indicatorischer - Werth
von complexen Wurzeln in (18) auch als ein indicatorischer x-Werth von eben so vielen complexen Wurzeln
der Gleichung

Zl_zlf'q.rj = 0
angesehen werden darf.

Auf Grund der in (19) und (20) niedergelegten Aussagen kimnen wir sehr leicht folgende Gesetze aus-
sprechen :

#') Ein x-Werth , fiir welchen cine gerade Anzahl consecutiver Z-Functionen verschwinden , indicirt
eben so viele complexe Wurzeln in (20), sobald die Function Z, nicht gleichzeitig verschwindet.

") Ein x-Werth, fiir welchen eine ungerade Anzahl consecutiver Z-Functionen verschwinden, und
der Ausdruck Z, von Null verschieden sich ergibt, indicirt in (20) eben so viele complexe Wur-
zeln mehr oder weniger Eine, je nachdem die verschwindende Functionsgruppe zwischen gleich
oder verschieden bezeichneten Z-Functionen enthalten ist.

4 ) Ein o-Werth, fiir welchen eine Anzahl von consecutiven Endfunctionen in der Reihe
» r 7 7 (o s 7 "
P AN AR e QY SO RS

gleichzeitig verschwinden, indicirt eben so viele unter einander gleiche primire Wurzeln in (20).
') Es kann sich auch ereignen, dass in Folge eines .-Werthes an mehren Stellen der Functionsreihe
(21) die Z-Functionen gruppenweise zum gleichzeitigen Verschwinden gelangen; — in diesem
Falle ermittle man nach der eben angefithrten Vorschrift in Bezug auf jede einzelne Functions-
gruppe insbesondere die Anzahl der indicirten Wurzeln und erklire demgemiiss den x-Werth als
den indicatorischen Werth der so ermittelten Gesammtzahl der Wurzeln in (20). Hieraus sieht man,
dass ein =-Werth unter Umstiinden gleichzeitig complexe und auch gleiche primiire Wurzeln in (20)
indiciren darf, sobald man unter den gleichzeitig verschwindenden Z-Gruppen auch eine Gruppe

von consecutiven Endfunctionen in (21) antrifft.
Wir haben die Gesetze «), ), 7), 9), «), £), ¥), ¢') auf Grund der Gleichungen (4) und (14) abge-
leitet, und iiberlassen es dem Leser, dieselben Gesetze aus den allgemeinen Betrachtungen iiber conjugirte

f:‘}lh

(21)

(22)

Curvenzweige, und namentlich aus dem Gesichtspunkte des in (18) §. 2 niedergelegten Resultates abzu-

leiten.

Im Angesichte dieser sub (10) bis (27) §. 2 gefiihrten Untersuchungen sind die in (21) angefiihrten
Gesetze in der Aussicht auf die kleinstmiglichste Anzahl der indicirten Wurzeln stipulirt, welche durch die
aus den singuliren und den Bedingungen

Z,._1 S = Z, T e = s k()

entsprechenden Punkten ausgehende conjugirte Curvenzweige angedeutet werden. Im Folgenden soll bethii-
tigt werden, dass die in (21) priliminirte Anzahl der indicirten Wurzeln geradezu die richtige sei, dass
somit im Verfolg der genannten Curvenzweige diese Anzahl nicht iiberschritten werden darf.

Zu diesem Ende denken wir uns die Functionsreibe (21), deren Glieder abwechselnd der geraden und
ungeraden Ordnung in Bezug auf die Unbekannte « angehdren. Das sub (68), (70) §. 3 bestimmte Inter-
vall /L', L], welches alle primiiren Wurzelpunkte der Gleichungen

Zu—l = Zn—-‘! — Zn-—;’.: ool = Zg — ZI — ZU =

beherbergt, verwende man dazu, um fiir alle moglichen Zwischenstellen derselben die in (21) angefiihrten
Z-Functionen auszuwerthen und die jedesmalige Zeichengruppe zu ermitteln. Fiir 2 — —Z7' erhilt man
offenbar eine Zeichengruppe , welche lauter Zeichenwechsel, und zwar in der Anzahl » bietet. Eben so
erhiilt man fiir z = L eine » Zeichenfolgen bietende Zeichengruppe. Beim Durchschreiten des Intervalls von
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— I gegen L hin gelangt man eventuell theils zu denjenigen Stellen, welche ein gleichzeitiges Verschwin-
den von Endfunctionen in (21) verursachen , theils zu solchen , welche ein gleichzeitiges Verschwinden von
Mittelgruppen, theils endlich zu solchen, welche ein gleichzeitiges Verschwinden von Mittel- und Endgrup-
pen der Functionen dieser Reihe zur Folge haben. In jedem dieser Fille, und sonst in keinem anderen Falle
ceht eine nach z), ), 7) bestimmte Anzahl Zeichenwechsel verloren, und niemals wird man in der angedeu-
teten Richtung das Intervall durchschreitend veranlasst, die verlornen Zeichenwechsel wieder zn gewinnen.
Im Verfolg des ganzen Intervalls gehen » Zeichenwechsel, also gerade so viele Zeichenwechsel in Verlust,
(25) als Wurzeln der Gleichung (20) angehiren.

Aus 7), ) ersiecht man, dass die Anzahl der primiren Wurzeln in (20) blos aus dem nach und nach
zum Vorschein kommenden Verschwinden von Endfunctionen ermittelt wird. Die in Verlust gehende, aus
dem Verschwinden von Mittelgruppen zu ermittelnde Anzahl von Zeichenwechseln ist immer gerade und
entspricht geradezu der Anzahl der complexen Wurzeln in (20). Diese Anzahl wird offenbar durch die nach
«), ) eben so gut, wie durch die nach &), ) zu bemessende Tragweite der indicatorischen z-Werthe ge-
deckt, — und es darf die erwihnte Tragweite der indicatorischen z-Werthe nicht in der Art beirrt werden,
dass man auf Rechnung irgend eines derselben mehr complexe Wurzeln in Anschlag bringt, als es die Ge-
setze «), B), «), B) gestatten, weil man sonst im Widerspruche mit der unleugbaren Thatsache zugeben
miisste, dass in demselben Maasse irgend ein anderer indicatorischer z-Werth weniger complexe Wurzeln an-
deuten soll. als er hiezu nach «), B), «), B') ganz gewiss befihigt und unnachsichtlich berufen ist.

In Erwiigung der in (25) mitgetheilten Auseinandersetzung gelten die in '), ), y') angefiihrten Gesetze

(26) nicht nur in Bezug auf die vollstiindige in (21) vorgefiihrte Functionsreihe, sondern auch in Bezug auf jede
andere Functionsreihe, welche aus (21) durch Weglassung einer beliebigen Anzahl von Endgliedern her-
vorgeht.

Fiir 2 =0 stellen in (1) die Coéfficienten

(2?] 1, A'ln_ls 44::—23 44?1—3 LA 442‘ ‘4” "'u

eine Reihe dar, welche diesfillig mit (21) dieselbe Zeichengrappe liefert. Die Anzahl der hieraus resultiren-
den Zeichenfolgen zeigt an, wie viele Zeichenwechsel innerhalb des negativen Intervalls [—LZ/, O] in Verlust
gerathen sind, und gibt kund, dass die Gleichung (1) hichstens eben so viele negativ-primire Wurzeln
besitzen kann. Eben so deutet die Anzahl der in (27) vorfindigen Zeichenwechsel die hichstmogliche Anzahl
9g) YOn positiven Wurzeln an, welche der Gleichung (1) zukommen diirfen. Sind in der Reihe (27) eine oder
mehre abgesonderte Gruppen von je aufeinander folgenden mit Nullwerthen begabten Coéfficienten vorhan-
den, so erklirt man den Werth « =0 als einen indicatorischen z-Werth von Wurzeln, deren Anzahl nach
), B), %) in der gewthnlichen Weise eruirt wird. Einzelne mit Nullwerth versehene mittlere Coéfficienten
tragen zur Indication von complexen Wurzelpaaren nur dann bei, wenn solche zwischen gleichbezeichneten
Nachbarcoéfficienten ihre Stelle einnehmen.
Bezeichnen wir, wie in (59) §. 4 die Functionsreihe

@ x - 3 &

4 Z’un-is Zn—'z- - -Zr——l? Zr

mit [«],, und die Anzahl der dieser Reihe entsprechenden Zeichenwechsel mit ()., so deutet fiir £ < « der
Ausdruck

(29) b, = (B)r— (),

den Verlust der Zeichenwechsel an, welcher sich beim Ubergang von @ = « bis 2= # in der Functionsreihe
|| darbietet.

Fiir jedes Intervall (z, [) erhiilt man mit Bezugnahme auf jede Z-Function als Schlussglied der mit
Z,=1 beginnenden Reihe die entsprechenden mit d bezeichneten Indices und zwar in folgender
Anordnung :
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Beim Ubergange von [z], in [«]._, wird entweder keiner oder Ein Zeichenwechsel gewonnen. Aus
diesem Grunde kann die Vergleichung zweier aufeinander folgenden d blos eine der folgenden Relationen
darbieten :
A
B, =0, bl =0, Bid=h, 1. (31)
Ist etwa b, == und D, _,=w -+ m, und besitzt keines von den zwischen d, und d,_, liecende d den
Werth #, so kann man behaupten, dass nothwendig
32)
t‘,_l =u- 1 (

sich ergeben muss. Es kann niimlich der Voraussetzung gemiiss d,_, den Werth « nicht annehmen, aber
auch nicht den Werth (#—1), weil sonst gegen unsere Voranssetzung dieser Werth beim Anwachsen bis zur
Grisse (u+4m) durch den Werth 2 passiren miisste. Dies und das in (31) Angefiihrte ist geniigend, um die
Relation (32) zu verbiirgen.

Erhiilt man im Intervall (2f) etwa b, =0, , =1, so ist dies ein Zeichen, dass innerhalb des Intervalls
(«3) eine Wurzel der Gleichung Z,_ =0 und eine Wurzel der Gleichung Z, =0 enthalten ist. Diese Wur-
zeln, welche wir etwa mit x,, z,_, bezeichnen, kinncn nicht einander gleich sein, weil eine diesen Glei-

chungen gemeinschaftlich angehirende Wurzel gegen die Voraussetzung d,_, =1 der Gleichung Z,_, —0
als eine Doppelwurzel angehtren miisste. Sind diese Wurzeln verschieden, und etwa @, >, , so kann (33)
man sich » als der Relation x, ># >z, | geniigend vorstellen, und sieht ein, dass in dem engeren Intervall
(a») fiir Z._, =0 Eine, und fiir Z, =0 gar keine Wurzel in Aussicht steht, das somit in Bezug auf das In-
tervall (a.») die Indexwerthe d,—= 0, b,_, =1 sich ergeben miissen. Sollte sich jedoch =, < z,_, ergeben, und
ist » eine zwischen x, und =, liegende Zahl, so wird diesfiillig in dem engeren Intervall (») sich ganz

gewiss b, =0, b,_, =1 ergeben.

Es kann sich auch ereignen, dass neben b, =1 der Index b, =2 sich ergibt, und auf zwei Wurzeln
a,, «, hindeutet. Diese Wurzeln kinnen nur primiir sein, weil sonst im Widerspruche mit d,_, =1 inner-
halb des gedachten Intervalles auch fiir Z, , = 0 zwei complexe Wurzeln indicirt wiren. Mag nun die offen- (34)
bar primiire Wurzel &, in das Intervall (x,z,) oder ausserhalb dieses Intervalles fallen, so lisst sich im
ersten Falie innerhalb (x,.z,"), im zweiten Falle ausserhalb dieses Intervalles ein engeres Intervall («' [3')
bestimmen, welches die Erscheinung b, =0, d,_, = 1 darbietet.

Ist im Intervall (« ) d,=2, so sind in Z =0 zwei Wurzeln x,, z, angedeutet. Sind diese Wurzeln
primir und etwa z, > x,, ist ferner » eine zwischen 2, und =z, liegende Zahl, so besitzt die Gleichung Z, =0
in den Intervallen («») und (»$) je eine primiirere Wurzel, und man erhiilt fiir jedes derselben d,= 1. Im
Intervall (« 5) kann neben d, =2 der Index d, hichstens den Werth 3 annehmen. Sind die der Gleichung
Z,=0 gehorigen Wurzeln =, @, primir, so wird von den drei in Z, =0 angedeuteten Wurzeln Eine ganz
gewiss primir und im Intervall (x,, z,) enthalten sein, die iibrigen zwei diirfen nicht complex sein, weil
sonst auch 2, und «, im Widerspruch mit der Voraussetzung complex sein miissten. Es bleibt uns nur iibrig,
alle drei als primiir anzunehmen , es erscheint jedoch nicht zuliissig, dass alle drei in das Intervall (x, x,)
tallen, denn in diesem Falle kinnen wir uns einen Werth » denken, welcher kleiner ist als die kleinste von (3
den drei Wurzeln in 7, =0, und grosser als die kleinste in Z,= 0, und miissten schliesslich ein Intervall
(= 2) zugeben, welches im Widerspruche mit (31) die Zeigergruppe b, =3, d,= 1 darbietet. Es ist auch
nicht gestattet, zuzugeben, dass zwei Wurzeln der Gleichung Z, = 0 in das Intervall (x, x,) fallen, weil man
hiedurch wieder im Widerspruche mit (31) ein Intervall befiirworten wiirde, welches mit Ausschluss der Wur-
zeln @, x, blos die zwei Wurzeln der Gleichung Z = 0 beherbergt, und demgemiiss die Indexgruppe
(0, =2, d,=0) darbietet. Hieraus sieht man ein, dass man das Intervall (« 2) immerhin durch ein anderes
Subintervall ersetzen kann, welches die Zeichengruppe (d, =1, d,=2) aufweist.
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Die angefiihrten Beweise verbleiben in Kraft, miogen die primiiren durch b = 2 angedeuteten Wurzcln
x,, x, beliebig nahe an einander gedacht werden, und selbst noch dann, wenn diese Wurzeln unter einander
und mit der zwischen ihnen enthaltenen Wurzel der Gleichung Z, =0 sich ausgleichen. Das hieraus flies-
sende Ergebniss lisst sich schliesslich auf folgende Weise ausprigen:

Sind in einem Intervall bloss zwei, und zwar zwei primiire Wurzeln der Gleichung

(87) Z,=0 angedeutet, so ist entweder schon in diesem Intervall, oder in einem gehirig
engeren neben p,—2 der Index d, =1 zu gewirtigen.

Es ist klar, dass der in (37) ausgesprochene Satz auf beliebig bezeigerte Functionen Z, Z,_, seine Gil-
tigkeit beibehiilt. Wenn man ausserdem den in (33), (34) ausgesprochenen Satz beherzigt , so gelangt man
sehr leicht zu folgender Behauptung :

Sind im Intervall (o ) zwei primire Wurzeln der Gleichung Z, | =0 angedeutet, so lassen sich ent-
weder durch passende Zerkliiftung des Intervalls (« £) zwei Intervalle finden, von denen jedes eine Wurzel

(38) der Gleichung Z,_, — O beherbergt und d,_, = 1 aufweist, oder es wird sich das Intervall (« g) durch ein
anderes engeres Intervall («'f') ersetzen lassen, welches die Indexgruppe (d,414 =0, d.,=1, d,_,=2)
kundgibt.

Sind jedoch im Intervall (« ) mittelst (d,=2) in Z;=0) zwei complexe Wurzeln angedeutet, so ent-
spricht demselben den in (21) ausgesprochenen Gesetzen gemiiss ein indicatorischer z-Werth, welcher ent-
weder einer einzelnen von den intermediiren Functionen 2,, Z,, Z, ... Z,_,, etwa der Function Z, den
Nullwerth ertheilt, und gleichzeitig den Nachbarfunctionen 7, , Z,_, gleichbezeichnete Werthe beibringt; —
oder es verschwinden fiir diesen a-Werth drei aufeinanderfolgende Z-Functionen, etwa 7,, Z,_,, Z._,, wiih-

(39) rend die sich denselben anschliessenden Functionen 7., Z, , entgegengesetat bezeichnete Werthe anneh-
men. In jedem dieser Fiille liisst sich innerhalb (« ) ein Partialintervall («' &) bestimmen, welches den in-
dicatorischen z-Werth gehirig eng einschliesst und in Bezug auf Z,,,, Z,, Z,_, die Indexgruppe (d,;, =0,
b,=1, d,_, =2) zum Vorschein bringt. Falls der indicatorische a-Werth der Function 7, den Nullwerth
und den Functionen Z,, Z, gleichbezeichnete Werthe ertheilen sollte, wird es nicht schwer sein, ein Partial-
intervall («' ') zu bestimmen, welches sich durch die Indexgruppe (d, =0, b, =1, b,= 2) manifestirt.

Aus (38) und (39) ersehen wir, dass man im Intervall (« ) sich darbietende Indexgruppe (b, =0,
b,=1, d,_, = 2) noch kein Gepriige mit sich fiithrt, ob man die zwei in Z,_, =0 angedeuteten Wurzeln als
primiire verschiedene, primiire einander gleiche, oder gar als ein Paar von conjugirten complexen Wurzeln
anzusehen habe, weil eben jede dieser Gattungen von Wurzelpaaren fihig ist, die erwiihnte Zeichengruppe

(40} ] 3 ] k 3 i
zu veranlassen. Aus diesem Grunde wird ein solehes Intervall ein zweifelhaftes Intervall genannt,
Nach Fourier lisst sich zeigen, in welcher Weise die einer derartigen Indexgruppe entsprechenden Fune-
tionswerthe Z,.,, Z,, Z,_, selbst verwendet werden sollen, um ein in dieser Beziehung entscheidendes Kri-
terinm zu gewinnen.
Soll die Zeigergruppe
(41) Dy g =105 ibge=il; | e iem 8
auf zwei primire Wurzeln = < @ der Gleichung Z,_, = 0 deuten, so bilde man sich zum Behufe der Auffin-
dung des betreffenden Criteriums dem Intervall (« 3) entsprechend die Functionsreihen :
: :. o : el
l'l‘—)} [“]f—[ e Sy A;--H, /‘,M ‘d"-—i? [-BJ"—i = Jﬂ—-l LI AF—HS /"F} A}'—1
und erhiilt der Indexgruppe (41) gemiiss die Orientirungsquotienten :
a o L i a -} f .}
Q- <0, @, <O0; hiemit @, Q.= (7, :7(+1)Z4,) >0
(43)

i B ) B B 8 gl
Q— >0, >0 p v ey Q=7 S(rah 1) Lz 00



Studien im Gebiete numerischer Gleichungen. 273

da wegen b, =0 E/,H und %f“ gleichbezeichnet sein miissen, so erscheinen auch 2,_1 und %,_I mit
gleichen Vorzeichen behaftet. In Bezug auf die Descartes’sche Curve 2= Z,_| sind die den Satzungen
@ =g und = = p entsprechenden Curvenpunkte beide Convexitiitspunkte, und man erhiilt demgemiiss niihe-
rungsweise
a B
t=a—Q,,, ®=0—¢, , hiemit wegen x < x

(44)
B [
p—a> 0., — @

1"

B o
Hier sind wegen b, , die Werthe ¢),_, und —¢,_, beide positiv und veranlassen in Betreff (44) fol-

i
gende Aussage :

Sind in einem zweifelhaften Intervall («f) zwei primiire Wurzeln einer Gleichung
angedeutet, so muss die Summe der numerischen Werthe der Orientirungsquotienten (45)
kleiner ausfallen, als die Lingenzahl des Intervalls selbst.

Sind aber die der Indexgruppe (41) entsprechenden Wurzeln der Gleichung Z,_; =0 complex, so ist
innerhalb (« 2) fiir Z._; keine Verschwindungsstelle zu erwarten, wiihrend die Funetion Z, bei der Ein-
engung des Intervalls wegen d,—1 sich immer mehr und mehr dem Nullwerthe niihert. In diesem Falle
gelangt der Orientirungsquotus ),y — Z,_:#» Z, bei gehiriger Einengung des Intervalls zu einer Grisse,
welche nicht nur sich mit der entsprechenden Intervalliinge ausgleicht, sondern auch weit iiber dieselbe hin-
ausragt.

Wenn also eine vonden Grissen —(5}._“ Qﬁ,_1 oderihre Summe sich grisser gestal
tet, als die betreffende Intervallliinge (Z—«), so ist dies ein sicheres Kennzeichen, (46)
dass die mittelst d,_, =2 angedeuteten Wurzeln der Gleichung Z,—y =0 sich com-
plex gestalten miissen.

A)

Wenn bei der Indexgruppe (41) in Bezug anf (« ) das Kriterium (46) nicht eintrifit, so erwartet man
zwar ein primires Wurzelpaar in Z,_, =0 und benimmt sich bei Einengung des Intervalls in der Weise,
dass man auf die Wurzel der Gleichung Z,= 0 lossteuert, in der Hoffnung, die eventuell mioglichen primii-
ren Wurzeln der Gleichung Z,_, = O von einander zu trennen. Ergibt sich in dem neu erhaltenen engeren
Intervall die Indexgruppe (41) wieder, und findet das Kriterium (46) nicht statt, so sehe man nach, ob nicht
wiihrend der Anniiherung von 7, an den Nullwerth gleichzeitig auch Z, |, und sogar noch rascher sich der
Null niihert. Dies veranlasst die Vermuthung, ob nicht etwa das in Z,._ = O angedeutete Wurzelpaar ein
Paar von gleichen Wurzeln ausmacht, — und man wird sich hievon auf folgende Weise iiberzeugen : (47)

Man suche zwischen Z. und Z,_ das grisste gemeinschaftliche Mass, — findet man etwa ¢ (x) von der
Beschaffenheit, dass demselben innerhalb (z ) eine Verschwindungsstelle entspricht, so ist man hiedurch
versichert von der Existenz eines Paares gleicher Wurzeln in 7. =0. Wenn aber 7, und Z,_, kein
gemeinschaftliches Mass oder etwa ein solches gemeinschaftliches Mass ¢ () besitzen, welches innerhalb
(« B) keine Verschwindungsstelle aufweist, so kann man behaupten , dass die in Z,_, = 0 angedeuteten
Wurzeln entweder von einander verschiedene primiire sind, oder gar eine complexe Natur besitzen. Durch
weiteres Lossteuern auf die Wurzel der Gleichung 7, — 0 gelangt man frither oder spiiter entweder zur
Trennung der primiiren, oder falls solche nicht vorhanden sind, zum entscheidenden Stattfinden des
Kriteriums (46).

Ist man bereits auf ein Intervall (« ) von der Beschaffenheit gekommen , dass sich in Bezug aunf das-
selbe die Indexgruppe

br+2 — br-i-’ = 0; t‘r= 1 » Dr-—-, = I-l-R]

einstellt, so lisst sich einerseits die regulire Berechnung der Wurzel der Gleichung Z, = 0 vornehmen,
andererseits konnte man diesfiillig an die Stelle der Descartes’schen Curve == Z,_, eine parabolische

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XXX, Bd. Abhandl. von Nichtmitgliedern. kk
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Beriihrungscurve setzen, welche in Betreff der Natur der mit d,_, = 2 angedeuteten Wurzeln der Gleichung,
wie wir es bald sehen werden, einfache und entscheidende Kriterien bieten wird.
In Bezug auf die Intervallgrenzen « und £ erhalten wir zur angeniherten Ermittlung der fraglichen zwei

Wurzeln folgende Gleichungen :

4 Lt ()2 +[T)ane—a=0; 2+ (1) Ze—p+(F)onE—pr=0.

a

e : 4 4 o [rE1) 3 1
Dividirt man die erste dieser Gleichungen mit [? —ci,_ ]/,ﬂH , die zweite mit ( g ]/,ﬂ , 80 erhiilt man

nach Einfiihrung der Orientirungsquotienten folgende Relationen :

a a @ B i}
(50) (@—a) 42 Q,(x—a)+20Q, @y = 0; (@—B)*+20, (=—L)+ 20, ¢, =0,

hieraus zur Angabe der Niiherungswerthe von a:

= a ,"__o.i- a o
tl’l] IFQ:_Qri I'II Q(t‘r’f‘G(L}r‘_

o l/ e
lhn‘w—ﬁh- *V 2030—0-)"
Wegen 9,7, =0 behilt Z.,, innerhalb (z ) ein constantes Vorzeichen, und Z,,, nimmt entweder

a B
bestiindig zu oder bestiindig ab. Bezeichnet man von den Werthen Z,.,,, Z,,, den numerisch grisseren mit
/’,“ und den numerisch kleineren mit 7,,+| , 80 ist ganz gewiss Z,,, der numerisch grosste und 7., der

numerisch kleinste derjenigen Werthe, welche Z,, innerhalb (« ) anzunehmen vermag.

B
Fiihrt man in (49) an die Stelle von Z:-+1 und 7, die Grisse Z.;, ein, so werden die betreffenden

Berithrungscurven sich in Bezug auf die Descartes’sche Curve z-=Z,_I auf der Seite ihrer Concavitiit
552 - . Ly . -
(p=) lagern, und demgemiiss wird die gegen o convexe Curze z = Z,_, diese Axe um so eher schneiden, sobald
man dies von ihren Concavititsberiihrungscurven behaupten kann.

a B

Fiihrt man in (49) an die Stelle von Z,,,, Z,,, den Werth 7, ein, so werden die betreffenden Beriih-
rungseurven in Bezug auf die Descartes’sche Curve auf der Seite ihrer Convexitiit lagern, und demgemiiss
wird die gegen ox convexe Curve z=Z,_ diese Axe desto weniger treffen, sobald man behaupten kann,
dass die Convexitiitsberithrungscurven mit oz gar nicht zusammenkommen.

Im Fall (52) erhiilt man:

Pyt

a a 5 B
Z,:(r4+1) Z,=Q,.; Z,:(r+1)Z,=¢,, hiemit
= a @ a f 3] B B
(54] x'_a=—_@"i VE Qr(i Q!‘—_Qr—|) ) .7'.,-——-]9=—Q,. i 24)!’(!2 Qr"@r—l) 2
Im Fall (53) erhilt man auf gleiche Weise :
y a o f B p B_
(5511 x_a“__:') VQQ(,;Q Qr—l); x_ﬁ=_?ri— V?Qr(%ct)f_(k)f—|)
Wenn nun in numerischer Beziehung von den Relationen
56) a a B )
( | O <@ O = 40,

wenigstens Eine zutrifft, so wird das betreffende Resultat in (54) sich primiir ergeben, die betrefiende Con-
cavititsberiihrungscurve wird demnach die Axe oz schneiden, und um so eher wird ein Schnitt der Curve
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2

— 7, , mit oz erfolgen. In diesem Falle sind die mittelst d,_, =2 angedeuteten Wurzeln der Gleichung

N

~ =0 primir.
Wenn dagegen ebenfalls in numerischer Beziehung von den Relationen

o a B B
Q- >10r, @ >10Q:

wenigstens Eine erfiillt wird, so wird das betreffende Resultat in (55) sich in complexer Form ergeben. Die
hetreffende Convexitiitsberiibrungscurve begegnet der Axe oa gar nicht, und man wird um desto weniger
der Curve == Z,_, eine Begegnung mit oz zumuthen. Man wird schliesslich erkliren, dass diesfillig die
mittelst b, , =2 angedeuteten Wurzeln ein complexes Wurzelpaar bilden.

Sollte sich jedoch jede der in (56) und (57) angefiihrten Ungleichheiten in verkehrter Anordnung erge-
ben, so wird in einem solchen Falle in Betrefl der Natur des mittelst b,_, — 2 angedeuteten Wurzelpaares
kein sicherer Schluss gestattet sein. Das betreffende Intervall muss vielmehr durch ein anderes engeres In-
tervall ersetzt werden, um auf Grundlage des letzteren zur endgiltigen Entscheidung iiber die Natur dieser
Wurzeln zu gelangen.

Fasst man die Orientirungsquotienten blos in numerischer Beziehung auf, so lassen sich die Gesetze (56)
und (57) auf folgende Weise anspriigen:

Ergibt sich im Intervall («f2) Einer der Orientirungsquotienten kleiner als die
Hiilfte des schwachen niichst hiher bezeigerten Orientirungsquotienten, so sind
die mittelst b, =2 angedeuteten Wurzeln primir.

(B) Ergibt sich im Intervall (« ) Einer der Orientirungsquotienten griosser als dic

Hilfte des starken niichst hiher bezeigerten Orientirungsquotienten, so sind die

mittelst ., =2 angedeuteten Wurzeln complex.

Auf Grundlage der entwickelten Principien kénnen wir nun zur Aufstellung eines geregelten Verfahrens
schreiten , mittelst welchem in einem gegebenen Intervall (« ) sowohl die Trennung der primiiren Wurzeln,
als auch die Angabe der indicatorischen a-Werthe der complexen Wurzeln der Gleichung 7 = 0 zu bewerk-
stelligen ist.

Ist im Intervall (« 3) d, >0, so suche man in der zugehirigen Indexreihe

bn—]r bu—zy hrr—g: Rl hzr b]? bo

von Rechts nach Links gehend, das erste d auf, welches der Einheit gleich kommt, findet man auch auf diese
Weise vorgehend , etwa b, = 1, so ist man versichert, dass die Trennung der Wurzeln bis auf die Gleichung
Z, =0 bereits gediehen ist. Es kann niimlich die im vorliegenden Intervall liegende Verschwindungsstelle
einer oder einiger der Functionen Z, ,, Z, ,, ... Z.4, an die Gleichung Z, =0 und hiemit anch an die
Gleichung Z, = 0 keinen indicatorischen x-Werth bieten, weil sonst im Gegensatze zu b, =1 fiir die Glei-
chung Z, — 0 wenigstens zwei complexe Wurzeln in Anssieht stiinden.

Neben b, =1 wird sich wegen (32) der Index d,_, =2 einfinden. Den Index b,;, anlangend ist der-
selbe entweder schon gleich Null, oder er wird mittelst Ubergang zu einem Partialintervall (o’ £') den Null-
werth anmehmen , und hiedurch fiir dieses Intervall («'f3') die Indexgruppe ,,, =0, d,=1 veranlassen.
Die weiteren Indices »,_,, d',—, . . . b5, ¥/, ¥, anlangend, ist unter denselben entweder keiner der Einheit
gleich, und somit d,_, = 2, oder man findet unter denselben etwa den Index d/,_,=1, welcher in (&’'f’) in
dieser Eigenschaft dem Index b, am niichsten liegt. In den @ibrigen Partialintervallen (z2"), (8'f) erhiilt man
ganz gewiss d,—0, und man findet etwa d, ,=1 als einen solchen Index, welcher in dieser Eigenschaft
dem Index b, am niichsten liegt. Jedenfalls erscheint hier die Separation der Wurzeln und indicatorischer
2-Werthe in diejenige Functionspartie fortgeschoben, deren Z-Functionen lauter unter » stehende Zeiger auf-
weisen. Bei fortsehreitender hier angedeuteter Behandlung sind schliesslich solche Partialintervalle in Aus-
sicht gestellt, deren jedes inshesondere d,= 0 oder b, = 1 aufweist.

kk *

(D8)

(5N
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Ist jedoch in einem Intervall der Index d»,=1 in dieser Eigenschaft an d, der niichste, und die Index-
gruppe b4, =0, d,=1, d,_, =2 bereits constatirt, so untersuche man mit Hilfe ) und eventuell mittelst
%) die Natur des durch d,_, =2 angedeuteten Wurzelpaares. Ist dieses Wurzelpaar ein complexes, so ist
die mittelst b, =1 angedeutete Wurzel in Z, = 0 der indicatorische Werth eines complexen Wurzelpaares in
Z,—= 0; — sind die durch d,_, =2 angedeuteten Wurzeln einander gleich, so sehe man nach, ob fiir diesen
Werth von @ nicht etwa auch die iibrigen Z-Functionen Z, ,, Z,_,,...%4,, Z,, %, gleichzeitig verschwin-
den, um, wenn dies wirklich eintrifft , zu schliessen, dass dieser x-Werth der Gleichung Z =0 als eine
(r41)mal wiederholte Wurzel angehort; bringt jedoch dieser xz-Werth nicht die simmtlichen Glieder 7, ,
Loyl 7, 4, gleichzeitig, sondern blos partienweise zum Verschwinden, so wird man nach «) ) ') &)
ermitteln, wie viel Wurzeln der Gleichung Z, =0 durch diesen x-Werth indicirt werden; sind endlich die
durch d,_, angedeuteten zwei Wurzeln primir und verschieden, so zerlege man das vorliegende Intervall in
zwei Partialintervalle, deren jedes d,_, =1 liefert und nach dem Vorhergehenden der weiteren Behandlung
zu unterziehen ist.

Hat man in einem Intervall auf Gruud der Indexgruppe (d,4, =0, d,=1, d,_, = 2) bereits entschieden,
dass innerhalb desselben die der Gleichung 7, =0 angehirige Wurzel als indicatorischer x-Werth eines
complexen Wurzelpaares sowohl in Z,_ =0, als auch in den Gleichungen 7, , =7, ,=...=2,=Z%,=0
zu gelten hat, so ist es gewiss, dass der dieser Indication entsprechende Antheil von je zwei Einheiten
in einem jeden der Indices d,,, D, ... D, D, enthalten sein muss. Nimmt man diesen Antheil von je
zwei Einheiten von jedem der Indices d,_,, D.—,, Dy, D,y . . . Dy, D,, D, Weg, so erhilt man die ncue
Indexreihe:

TR ITRSE P BRSSP T

welche nach den eben gegebenen Regeln behandelt, zur Entdeckung der iibrigen indicatorischen x-Werthe,
s0 wie zur Trennung der etwaigen primiren Wurzeln zu dienen hat.

Hat man @iberhaupt im Intervall (=) mittelst d,,, =0, d, =1, d,_, =2, ... d,_(2,_1y)=2s cnlschie-
den, dass die in diesem Intervall eingeschlossene Wurzel der Gleichung 7, = 0 in den Gleichungen

’ ¥ r
Zr—(?d-—i)=dr—?s= A e =/—"2=Z1=Zﬂ

je ein System von s complexen Wurzelpaaren andeuntet, so ist es gewiss, dass der Antheil von je 2 Ein-

heiten in einem jeden der Indices
t‘11'—2a-|-l; br—?s; br—?s—f: * e e bg} b1} bg

enthalten sein muss. Nach Wegnahme dieses Antheils von einem jeden dieser Indices erhilt man die Index-
reihe
O, D, MG s il e .

welche in bekannter Weise verwendet, zur Ermittlung der iibrigen im Intervall (« ) befindlichen indicatori-
schen x-Werthe und auch der priméiiren, der Gleichung Z, = 0 angehiorigen Wurzeln dienen wird.

Beispiele iiber die Trennung der Gleichungswurzeln findet man in dem Werke von Fourier: ,Analyse
des équations“, und ausserdem in der encyclopiidischen Darstellung der Theorie der Gleichungen von

Schnuse. Braunschweig 1850.
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Anhang
g
Uber die Auswerthung der Functionsreihe :
1 1 I L 1
{;ﬁ.fn (z) , Wf —i(z)- . 'ﬂji(‘r) ) 1‘!.f1 (), U__;f('*") = [x],-
Seil
f@)=dar+ A, sz ... 4 A2+ A x4 4, (1)
so erhéilt man mittelst gewéhnlicher Division :
f@): (e—a)=[anz" '+ ay12" 2+ . . . +ay@+ |+ [, : (x—=)], (2)
oder
F@)=3,(—2)+a
mit den Bestimmungsgleichungen:
e, = 0.0+ A4,
Ay |= Ty X + Au—l
- ; . (3)
a, = a;do + .:42
a =a,a+ 4,
a, —a a+4, und
:]u=anw"“’ + a2+ ... +axz+a,. (4)
Hier ist ;u der Quotus und «, der Rest und auch das Substitutionsresultat f(«); denn man hat aus (2)
x = « setzend
f(2)=a, ®)
Das Anschreiben der in (2) angedeuteten Operation diirfte in Bezug auf ihren Verlauf in der Praxis
sehr zweckmiissig in folgender Art vor sich gehen:
T @SR AT Ay ek A A A s
50 c o vt gt et ...4 a6+ o +|[q :
und die successive Angabe der von links nach rechts gehenden Glieder der zweiten Zeile ergibt sich wegen
(3) nach folgender Relation :
ﬂf;d—'—Mu: .ﬂf (7)

sobald man mit M das eben zu berechnende Glied der zweiten Zeile, mit M, das schon berechnete dem M
links vorangehende, und mit M, das iiber M stehende Glied bezeichnet. Diesem Verfahren gemiiss kann der
Rechner namentlich in dem Falle, wo « einzifferig vorliegt, die zweite Zeile in (6) Glied fiir Glied ohne Un-
terbrechung anschreiben, sobald ihm die in der ersten Zeile ersichtliche Coéfficientengruppe vorliegt.
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Den Ubergang von f(z) zu g, nachahmend, kounte man eben so von g, zu ¢, vOn ¢, #u g, . . . von
Got 21 g, iibergehen , und die hier auszuiibende Staffeldivision nach (6) in folgendem Schema zusammen-
setzen:

f@). «. . di+A4sa+. ... .4+4,+4,4 4 +4,
;D A B T T S - A B [
PO IR, O S S TR O ST B T B SR A Y
f,zr! R P R e T
(8) : . . : :
;n—? s e s Ty + Pn—1 + [?‘,‘_3
‘;n—l o e et 8y + [Sn—l
In Wi Ha " inf S [f,,

wo man unter M ein beliebiges Glied im Schema verstehend, darchgehends nach (7) verfihrt, um das Schema
vollstindig auszubauen.

Dem Gesagten zu Folge hat man etwa:

:}2 =™ Loyt . w e x-tec, und
) q =f} xz—a) -+ c,, hiemit g, —o , und dann auch
() 1 2 2 7 2

Aftzﬂ!t=a)n=c!l= e =Ty =8, =T,

Nachstehend resultiren hieraus die Relationen :

f@) = go(@—e)+a, (@—a)°
:}u == ;’ (‘r_“) S i bi (50'—'—4)]
(10) g, =gy (w—a)+ c, (x—a)

Goy = Gy (5= @) b 80y | (@t

Goy = 1n (w—a)".

Multiplicirt man die vorstehenden Gleichungen mit den entsprechenden rechts exponirten Potenzen von
(z—a), und vereinigt die so multiplicirten Gleichungen in eine Summengleichung, so erhiilt man:

(11) | f(@) =t, (x—a)" 4 sp—y (@—a )"+ 1y (2—a)" 2 4. . . + b, (x—a) 4+ a,.
Ist etwa :
o(x)=32"4+72*—62*4+82=9 und «=2,

so ist nach (8)
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2
oyl giatys gyt g
3 413 4 20 + 48 +([87
3 419 4 58 <+4[164
3 425 4[108
3 431
[3
hiemit :
9 (x) =3 (z—a)* + 31 (x—a)®+ 108 (w—a)* + 164 (x—«) + 87, (i2)

und durch Vergleichung mit der Entwicklung des Ausdruckes ¢ () nach der Mac Launrin’schen Reihe :

1 1 W
4"! 'f’-‘l(?) S 3: 3] ?3(2) =31 ? 21 ?2(2)= 108 ? 501(2) =164 ? 39(2) = 87

und somit ganz allgemein die nach (8) ausgewerthete Functionsreihe [«], im Folgenden :

fal = {r,” B A L O b, “u}‘ (13)

Sel nun

5=“+i3>

so erhiilt man von der Coéfficientenreihe in [«], ausgehend, und mit Hilfe 5 das Schema (8) ausbauend, so

wie in (11) etwa:
F@) = t(w—a) + sumy (@—aP ="+ . . .+ &y (@—0) + b, (x—2)+ (14)

und hieraus

[s],= { oA iy o i B S a’u} : (15)

Zum Resultate (15) wiirde man auch gelangen mittelst Durchfiihrung einer einzigen Staffeldivision, so
bald man von der Coéfficientenreihe 4,, 4, . - . A,, A, Ao ausgehend , mit Hilfe o das Schema (8)
ausbaut.

Ist etwa o= 24-96345, B = 0-000002457, hiemit o = 24-963452457, und ist man bereits im
Besitze der Coéfficientengruppe [«],, so erhilt man [}, entweder durch den Ausbau des Schema (8) aus
[«], mittelst B, oder durch Ausbau des Schema aus {4,, 4,4, ... 4, 4,} mittelst o. Der praktische
Rechner wird den ersten dieser Wege aus dem einfachen Grunde vorziehen, weil er im ersten Falle die zahl-
reichen Multiplicationen mit dem 4ziffrigen Multiplicator 2, im zweiten hingegen mit einem 11ziffrigen
Factor s zu beweskstelligen hat.

Sei nun
o — o
ZR= e Vo oy
'y Ig = I' + OE’.
(16)
Zpy= Zpyt Gy

e=x, = Xyt =g+, F+ e+ ... F a+ o



17)

(18)

(19)

(20)

(1)

(22)

(23)
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wobei «,, %, @ ... 2, , « die abnehmend geordneten decadischen Wurzelaggregate vorstellen . wie
solche in successiver Weise durch die Fourier'sche Methode geboten werden, so wissen wir, dass die
Berechnung der Wurzel der successiven Auswerthung der Functionsreihen

[zolos [dor [edos [®slo - - - [@milos [%:]o
benithigt.
Die Ausfithrung der in (17) angedeuteten Rechnungen kann durch suecessive Forthildung der Schemata
nach (8) mittelst der Zahlen o, o«,, @, ... a—1, « ohne allen Anstand vollfiihrt werden. Man sieht

jedoch ein, dass die Biirde der ganzen Rechnung des stufenweisen Vorgangs wegen einem einzigen Rechner
] ) g gang g &

zufallen muss.

Im Niichsten soll die Calculation der Functionsreihen (17) in der Art eingeleitet werden, dass hiebei
etwa bei der Auswerthung von [z,], mittelst «, aus der bereits gerechneten Functionsreihe [, | sich
gleichzeitig mehre Rechner betheiligen kinnen.

Zu diesem Behufe sei :

F@=Ba(@—20 ) + Bay (5—2u =+ - . . + B, (e—) + By, Wo:
fo(@e—y) =n!By, foy(@ey)=@—1)!B,,, ... Sfo(x—) =2!B,, fi(@ey) = By, flx.y) = B,;

sei ferner in Bezug auf die zur Berechnung vorliegende Funetionsreihe [z,],

f(@)=B,(e—=z,)*+ B’ (x—z)" ' +...+ B, (x—x,)+ B,

s0 erhilt man vor Allem :

j_'r_f-;‘) o (r, . + o) f}(/:‘:)-‘l) +.frt.]!(_':s!—1) % +fr+i(!.;.!—:)! a2+ . ..oder

wegen (18) und (19)

B'=B,+ [?'fl‘ 1] B, o+ [""’2'2] By, 224 . . . hiemit

S[ ?::i__? n_.,,loc’;"'l*-'r] S |U'=0! ]_? f_” 3’ e ('-’i—?‘).

Bildet man aus der Coéfficientengruppe
By Balt; Basay-v+BesiBin B
die in Bezug auf den Zeiger » reducirte Coéfficientengruppe

-Bm Bn—l: n—? o {32; {;n 1}0

in der Weise, dass man nach der Formel

berechnet, so erhilt man aus (20)

B.= B, s R e s S

Um also aus [x,_,], die Coéfficientengruppe [«,], zu berechnen, kinen wir die Rechnung derart ein-
richten, dass gleichzeitig so viel Glieder aus [x,], gerechuet werden, als iiberhaupt Rechner zur Disposition
stehen. :
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m etwa = wl s & erna en, racnte ma aie a aen Lel1ge rre Clrie 0el-
L t B 7S (@) zu halt betracht n die auf den Zeiger du te Coét
»a

ficientenreihe [x,_ ], als die erste Zeile und reehne dann nach (6) die zweite Zeile. l)as(?J‘J
letzte Glied der zweiten Zeile ist der Werth von B/,.

Beide von den oben vorgetragenen Verfahrungsweisen der Auswerthung der Funetionsreihe berulien auf
der Bildungsreihe des einfachen in (6) angefiihrten Schema.

Hier moge noch die construetive Darstellung des Schema (6)

¥ folgen.

la

| Sei etwa

i Fl@)= A2+ Aot + Aa® + Ao+ A= + 4,

_ Uy | Uz; im Polygonalzug 55'44'33°'22'11'0

i sei (25)
g 2Ll P s Ty US=—A,54=A, 43=4,,32=4,,21=4,,10=A4,;

: i ' 55'//33"//11" [fmr;
- = |3, 44°//22" | mr

. Un=1, a=Ur, hiemit tangyg= .

3 Man findet :

U5 =4, —a,
Ud= Ubtangg+5' 4=A.a+d, —a,,
U3 = Ustangy+4' 3 = aqya + 4, = a,,
U2 = Ultangy+3' 2=aqa+ 4, —=a,, (26)
U1 =U2tangp+2'1=qa,a+ A4, —a

U= Ultangp+1'0=a,a+ 4, = a,;
hierans f(«)= U0, und die Coéfficientenreihe des Quotus r;u:
Us, U4 U3 U2 Ul. (27)

Es lisst sich somit die Auswerthung der Functionsreihen nach beiderlei Methoden auf die in (25) ange-
deutete Construction stiitzen.

< 5 - o= Lo
| Hier sei UY 1 UX, mr//st i rs/ito;
A mer'ffs't 1r's'/fft'v'; Un=1, Ur=a, Ur'=a’;
&
P 7 b o
i / 1 Ud = a, so erhiilt man :
S N
st i N\ Us=atang ¢ — a*, Ut = a*tang ¢ = a3;
AN i etk A _g.-v'&"}é-._m_ _p Uv= a®tang p=a'<a (28)
N | 4 / ' ' 1l ' Tt
S S/ J Us'=a'tango'=a’®, Ut'=a'’tangg'=a'?;
~J /
3 l*‘/‘ Uv'—a'3tang o' = a'* > a (29)
\'.
\if ! e
| hiemit « < Va < «’.
I

Hieraus ist eine allgemeine sehr einfache constructive Niiherungsmethode ersichtlich , mittelst welcher
man in den Stand gesetzt ist, die Wurzel einer beliebig hohen Ordnung zwischen zwei einander beliebig
nahe Grenzen « und «' einzuschliessen.

lienkschriften der mathem.-naturw, C1. XXX. Bd. Abhandl, von Nichtmitgliedern. 11
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(33)
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In gleicher Weise lisst sich das construetive Verfahren (25) dazu beniitzen , um niiherungsweise die
primiren (reellen) Wurzeln der algebraischen Gleichungen zu ermitteln,

Die Construction (25) geht in gleicher Weise vor sich auch in den Fiillen, wo einige der Polygonalcoéf-
ficienten negativ vorliegen; — nur rathen wir der leichteren Ubersicht wegen diejenigen von den in (25)
ersichtlichen Punkten 5, 5, 4,4/, 3, 3", 1, 1, 0, welche als Schlusspunkte negativer von U auslaufender
Segmente gelten sollen, etwa durch Klammerfassung () zu kennzeichnen.

Um fiir das Polygon in (25) das vollstiindige Schema (8) durch Construction zu bewerkstelligen, miisste

. . x . = Fai . . .
man auf Grund der in (27) angedeuteten Coéfficientenreihe von ¢, die zu g, gehirige Coéfficientenreihe
bestimmen. Zu einer solchen Construction wiirden sich etwa zwei Pergamentblitter eignen, deren jedes mit
einem fixen orthogonalen Axensysteme bereits versehen ist. Auf dem ersten Blatte (I) findet man wie in (25)

den Werth von f(a«) und die Coéfficienten von (:;U; auf dem zweiten Blatte (II) von den in (I) ersichtlichen
x . . T ‘1 ol . - . . B3

zu ¢, gehorigen Coéfficienten ausgehend, findet man den Werth von -1—'.;‘,(&) und die Coéfficienten zu q,. —

Jetxst wasche man in (I) die Zeichnung ab, und erhiilt hiedurch Platz, um auf derselben mit Hilfe (II) den
Werth von —gfs(“} und die zu fh gehirigen Coéfficienten zu construiren. Man gelangt so durch abwech-

selnde Beniitzung der Tafeln (I) und (II) zur Construction der vollstindigen Functionsreihe.

Angeniitherte Darstellung der Functionsreihe durch ein entsprechendes Curvensystem.

. B Die Unterlage in der nebenstehenden
Figur bildet ein festes Cartonblatt, auf
welchem hier 7"U = 1 der Deutlichkeit
. wegen in drei gleiche Theile 12=23=34
1' abgetheilt ist. In praktischen Fiillen wird

es zweckdienlicher sein, wenn man die

Ty Einheit in eine grisssere Anzahl gleicher
/ Theile abtheilt. Auf der Grundaxe 77X ist
die erwiihnte Theilung weiter fortgesetat
und mittelst Marken 1, 2, 3,...10, 11, 12,
BT 13, 14...ersichtlich gemacht. Durch die
s0 markirten Punkte und ausserdem durch

die zwischen je zwei Nachbarmarken in
[l die Mitte fallenden Punkte ist ein System
' von auf "X senkrechten Geraden gelegt,
und hiedurch auf dem Cartonblatt ein

System von gleich breiten Teldern fiilg a3 il .10, 11’7, 12" . . . ersichtlich gemacht, von denen
das erste 1’ den Einheitspunkt U in seiner ‘\Ime beherbergt. Ist in Folge dieser Theilung die Breite der
Felder gehirig klein, so kann ein so priiparirtes Cartonblatt zur niherungsweisen Darstellung der Integral-

function
Y = f[f(z)dz+C
mittelst eines continuirlichen Zuges dienen, sobald man die Curve y = () als bereits verzeichnet vor-
aussetzt.
Zu diesem Zwecke wird die Curve
y =f()
auf ein durchsichtiges Papierblatt (Strohpapier) sammt dem dieser Curve zu Grunde liegenden orthogonalen
Axensystem X A Y abgepaust und dann auf das eben beschriebene Cartonblatt so aufgelegt, dass AX auf
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die Gerade VX zu liegen kommt, und dass der in der Curve (32) angenommene Ausgangspunkt 1' in die
durch U gehende auf VX senkrechte Gerade hineinfillt. Von da an ergibt sich die Markirung der in (32)
liegenden Punkte 27, 3/, 4'...10, 11, 12, 13/, .. . von selbst. In der Figur ist die Curve (32) kurz dureh
A’ B’ angedeutet.

Zum Behufe der allgemeinen Darstellung der Richtung der Geraden

L2 9 380 M 4es O gigr gigr oM T 11" ) (34)

sei g, der Winkel, welchen etwa die Gerade 8 8 mit 4 X einschliesst; sei ferner 4,11 =« und 11,8 =y,
das dem Punkte 8’ zugehorige Coordinatenpaar, so erhiilt man wegen (32)

1A by : . 7. 1. :
ya =75 (x5) , und tang ¢, — 511 ’1 = 91‘*’ = f(x), hiemit allgemein
tang ¢ = f(x). (35)
Aus der zur Integralcurve zugehorigen Gleichung
}-_=f)‘(.:}dx+f' (36)
5 4y AL 2.5 .
erhiilt man o = f(x), hiemit wegen (33)
dY ;
tl‘. == 37
ang g = —— . (37)
Hieraus ist ersichtlich, dass in den zu
Ty, Lyy LTyy Tyy =+ = Tygy Lyyy Lypgy Lygy - -
gehorigen Punkten der Integralcurve, den beriihrenden Geraden beziehungsweise die Winkel
L A VS R S L Ve RO
entsprechen werden.

Bei gehirig schmalen Feldern kann man niherungsweise zugeben, dass jedes einzelne Feld von der
Integralcurve geradlinig bestrichen wird, und dass das eben diesem Felde entsprechende nun geradlinige
Curvenelement ein Stiick derjenigen Beriihrenden ausmachen wird, welche dem in dieses Feld fallenden
Punkte der Integraleurve entspricht. Demgemiiss wird etwa das in das Feld 8 fallende Curvenelement mit
Ax den Winkel ¢, einschliessen, und somit zur Geraden 8 8 parallel liegen.

Sei nun auf irgend eine Weise die Lage des Punktes 1 gegeben, so kann man in das Feld 1" das Ele-
ment parallel zu 1 1’ einzeichnen; vom Endpunkte dieses Elementes wird in das Feld 2" das niichste zu 2 2’
parallele Element eingetragen, und man wird diese Operation so weit fortsetzen, bis man das dem Schluss-
punkte in A'B’ entsprechende Element in das entsprechende Feld eingetragen hat.

Der so hervorgehende Zug 4”B” wird die Integralecurve desto besser darstellen, je schmiiler die Felder
auf dem Carton vorausgesetzt werden.

In der aus

f@)=dpa"+ 4, '+ ... + A2+ A o4 4,=0 (38)
abgeleiteten Functionsreihe
Ja(@) s foy(®), fas(®) - . . f5(@), fo(®), fi(@), fF(z) (39)

ist das Curvensystem

Yy=JSna(®)) y=Fas(@), y=fas(@) . . . y=f3(@), y=fi(x), y=Ff(®) (40)
angedeutet, und man sieht, dass jede dieser Curven in Bezug auf die links vorangehende als eine Integral-
curve angesehen werden kann, und nach (32) zur Darstellung gelangt, sobald die vorangehende bereit®

1l #
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verzeichnet ist. Die erste in (40) ist eine zur Axe A X schief geneigte Gerade, die zweite eine Parabel-
curve des zweiten Grades — von dieser weiter fortgehend gelangt man endlich zur Darstellung der Schluss:
eurve y=f(a).

Die Stellen des angenommenen Zeichnungsintervalls, wo von der Curve y = f(«) die Axe 4 X geschnit-
ten wird, bilden in angeniiherter Weise die primiiren Wurzelpunkte der Gleichung (38). Dasselbe lisst sich
von jeder anderen Curve in (40) behaupten.

Beginnt das Intervall im Punkte (2 = «, y =0), so ermittle man die Grissenreihe

(41) Ja—q(@)s Sfrn—g(®) - g So(2)s fi(@), f(2)

und erhiilt auf diese Weise die Lage der Ausgangspunkte fiir die entsprechenden successiv auf einander
folgenden Integraleurven.

Der eben hesprochenen Auffassung der Integraleurve gemiiss lisst sich aus (36) etwa folgende Rela-
tion ableiten :

a

16
(42) Yo — Y5 = | f(«) de = Fliicheninbalt (5’ 10" 13 8 5)

o
5

d. h. man erhiilt den Inhalt einer vertical ahgegrenzten zwischen der z-Axe und einer gegebenen Curve ein-
geschlossenen Figur, wenn man die y-Bestimmungsstiicke der entsprechenden in der Integralcurve liegen-
den Grenzpunkte von einander subtrahirt.

[st in Bezug auf die Axe 4 .\" und den Ausgangspunkt
A", der Zug A" By die Integraleurve von A', B',, und
A" B die Integralecurve von A’ B, so wird die Lingen-
zahl von By B" eine vertical begrenzte zwischen A’ B,
und 4B’ enthaltene Fliche darstellen. Ist »' B, =1 eine
g:—? abzu-
schneidende Partie der Fliche A", B', B' A’ A'| reprisentirt,
so nehme man einen geradlinig abgeschnittenen Papier-

Lingenzahl , welche eine im Verhiltnisse

streifen mit zwei um die Linge =/ von einander abste-
henden Punkten 47 4", und verschiebe den Streifen so weit,
bis B etwa in & der Curve A% By, und «’ in 4" der
Curve A" B” einspielt — und hiebei die Gerade &'y b zur
B B parallel sich einstellt. In diesem Falle ist die Fliche
A\ nmA' A, die verlangte Partie der im gegebenen Ver-
hiltnisse abzutheilenden Fliche 4, B', B’ A" A',.

Aus dieser Darstellung ist zu ersehen, dass eine sorgfiiltig construirte Integralcurve bei der Auflosung
planimetrischer Probleme zum wenigsten eben so gute, und in manchen Fiillen noch hessere Dienste zu
leisten vermag, als eine zu diesem Zwecke in was immer fiir einer Weise construirte Planimeter-Vorrich-

tung selbst.

§ 2

Uber constructive Aufiésung der kubischen und biquadratischen Gleichungen.
Aus (8) & 1 folet:
sy =dkgegels 2 Hiis byy=dnty F2a Balb pnln-p =Sl suck 3 auhi
et U = (n—1)ed,, s, = A2 o w2l

(1)
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Setzt man

so findet man aus der Proportion

a1l = L A (2)
in Bezug auf die Gleichung
f@)=Ad,z"4+ 4, "4 ...+ 4 xz+4,=0 (3)

einen solchen Werth fiir z, weleher zur Bildung des Schema (8) verwendet, die Relation

f(.L) = A,(z—a)"+ e (e—a)—*4 ... + (’1 (.‘y—aﬂ +a, =0
oder

=y « (4)
setzend, die Relation

f@) = A2yt sy 4+ .. - e+ byt a, =0 (D)
bietet.

Die Gleichung (5) ist in der Beziehung einfacher als die Gleichung (3), weil in derselben das zweite
Glied vom Anfange die Null zum Coéfficienten erhalten hat. Die Wurzeln der Gleichung (5), jede um den
Zusatz o vermehrt, bieten der Reihe nach die Wurzeln der Gleichung (3). Es wiirde somit geniigen, Metho- (¢)
den zur Auflésung der Gleichungen der Form (5) aufzustellen, um mit Hilfe derselben sodann die Auflésung
der vollstindigen Gleichung (3) zu veranstalten.

Zur Erledigung des in diesem Paragraphe gestellten Problemes wird es somit bloss nithig sein, eine
constructive Methode festzustellen, mit deren Hilfe man in den Stand gesetzt wird, die reducirten Gleichungen

axt 4+ bt e+ d=0 (7)

axct4+be e =10 (8)
zur Auflosung zu bringen.
Setzt man in (7) x* =y, so erhilt man an die Stelle von (7) folgende zwei Gleichungen :

mt=y, uyz-{- by + cx + d = 0. (9)

Multiplicirt man die erste mit «, und addirt sie dann zur zweiten; multiplicirt ferner die erste mit 4
und addirt sie dann zur zweiten, so erhilt man aus (9) folgendes Gleichungspaar :

az*+ay*+ (b—a) y+cax+d=0 l

(
-ermx-f—a.yz-,-(l;—ia)y-}-c.r—*—d-_—_H 5 (10)
Diese Gleichungen kinnen jedoeh in folgender Form geschrieben werden :
ah® b—a r c® (b—a)?
n[.( +ﬁ] -|-—a(y—|— S aisE et +d= n{
(11)
e )2 b—4da)? o (b—4a)*
4[ ] [ _J_. il g
: ¢+8(I -I-(b y+ 2{?- 16« 1a +{ t]-
Lisst man in den vorstehenden Gleichungen die Relationen gelten :
7 :_'j 4 {f; g i I % {Ja—n_]
s ta* R TR R A e |
(12)
ke 2L d(b—da)—16ad : e =5 (b—4a)
s D SR L]

a’ 2a



(13)

(14)

286 Lorenz Zmurko.

so erhilt man schliesslich aus (11) die Gleichungen :

(x—a) . (y—P)? G =l 1

G b e [1 ]z Ria 7 s
i

welche nach Elimination von y zur Gleichung (7) fiihren miissen.

Es werden somit die den Gleichungen (13) geniigenden x-Werthe auch der Gleichung (7) geniigen, und
demgemiiss die der Gleichung (7) angehirigen Wurzelwerthe selbst darstellen.

Wegen (9) gehoren zu primiren Werthen von « positive Werthe von 4, und ein solches Werthepaar von
« und y kann auf ein orthogonales Axensystem bezogen zur Bestimmung der Lage eines Punktes dienen.
Findet man in (12) die Werthe von »* und =* positiv, so wird in (13) in Bezug auf ein orthogonales Axen-
system durch die erste Gleichung eine Kreislinie, durch die zweite hingegen eine Ellipse charakterisirt. Die
gemeinschaftlichen Punkte dieser zwei Linien werden demgemiiss positive y-Coordinaten besitzen, und kin-
nen als primire Wurzelpunkte der Gleichung (7) angeschen werden, weil die ihnen zugehorigen primiiren
«-Werthe die Gleichungen (13), und somit auch die Gleichung (7) gleichzeitig erfiillen.

Findet man aber einen der Werthe »* oder w? oder beide zugleich negativ, so ist dies ein Zeichen, dass
der Gleichung (7) keine primiire z-Wurzel zukommen kann. Dieses kann jedoch auch bei positiven »* und 7?
zum Vorschein kommen , namentlich in dem Falle, wenn die in (13) dargestellten Linien — Kreis und
Ellipse — einander nicht begegnen.

Diese hier fliichtig besprochene Darstellung diirfte geniigende Anhaltspunkte gewiihren, um hieraus die
entscheidenden Kriterien iiber die Natur der Wurzeln abzuleiten. Das hier einschligige Rechnungsproblem
dem Leser iiberlassend, schreiten wir unmittelbar zur constructiven Darstellung der Gleichungen (13), und
im Gefolge dessen zur Darstellung der der Gleichung (7) angehirigen Wurzeln.

Die Gleichung (8) braucht nicht erst besonders abgehandelt zu werden, denn sie ergibt sich als ein spe-
cieller Fall der Gleichung (7), sobald man die in (12) und (13) angedeuteten Constructionen fiir /=0 effec-
tuirt. Auf diese Weise wird eigentlich die Auflisung der Gleichung

az*+bat4cx= 0

eingeleitet. Man sieht jedoch aunf den ersten Blick, dass mit Ausnahme der Wurzel = = 0 alle iibrigen drei
Wurzeln dieser Gleichung auch der Gleichung (7) angehoren miissen.

Fiir die Gleichung o —9at 44412 =0
(15) findet man nach (12): r=4-12...; m=>559 .
a=—2, =0, o' =—4, =65
Fiir die Gleichung ' —62*4+8x—3=0 f
(16) findet man nach (12): r=089. ..; m=D5H.65"
5¢=—4’ 5:;, a’:-—l, .'3’:: s
Fiir die Gleichung o —qx =0
. i ki q 2 1 2 . q 2 L ,
(17) findet man nach (12): » =[TB] + 5] m :(.4J 2

In den hier gewiihiten Beispielen haben wir die in (12) angedeuteten Elemente durch Rechnung
bestimmt. Es liegt jedoch nichts im Wege, diese Elemente durch reine Construction zu ermitteln.
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In den vorstehenden Figuren ist ad (15), (16) und (17)
die constructive Darstellung durchgetfiithrt. In Bezug auf das
orthogonale Axensystem wxoy ist in jeder der Figuren das
Centrum /% des Kreises durch die Coordinaten o, 3
Centrum £ der Ellipse durceh die Coordinaten &', ' bestimmt.
Der Radius eines jeden der Constructionskreise hat die Linge
des betreffenden », und die Liingen der grossen und kleinen
Halbaxe der Constructionsellipsen sind die entsprechenden

= m
Lingen von » und .

Ad (15) bat man die Wurzeln:

X, =o0a =

ad (16)

J£

—o0@——8, x

—3; J{'Ezﬂbr:—-—[:

2

==

4

—.——Of‘:l

ad (17) ist ¢g=27 und die Wurzeln folgende:

. und das

3 —
2, =0, x,—o0a’'=3=V ¢, =;u.x, sind complex.

In der ersten dieser Figuren stellt ¢ einen Doppelpunkt

vor, d. h. einen Beriithrungspunkt zwischen Kreis und Ellipse.

In der zweiten Figur stellt 4 einen dreifachen Punkt dar,

d. h. einen solchen, welcher gleichzeitig Schnitt- und Beriih-

rungspunkt zwischen Kreis und Ellipse repriisentirt.

In der dritten Figur(22) ist die Construction sogar in Bezug

auf die Relationen (12) durchgefiihrt. Hierin ist ok’:-% =

27

=

7 Ly Ta
BTN T B'u=Eu=1, hiemit ou=g= I/[E'J + 1. Die Ellipse in dieser

Figur ist mit Hilfe des Papierstreifens VM H ausgefiihrt, welcher an seinem geradlinig abgeschnittenen

Rande "M drei dquidistante, je um

9

= ou VO

einander abstehende Marken s, p., a trigt, und in

dieser Weise bewegt werden soll, dass hiebei s auf

der kleinen, und p auf der grossen Ellipsenhalbaxe
verbleibt. Zum Behufe der Ausmittelung der Durch-
schnittspunkte des Kreises mit der Ellipse soll die
Kreislinie bereits ausgezogen worden sein, und (22)
dann mittelst "M H bloss diejenigen Punkte ge-
sucht werden, in welchen bei regelrechter Stellung
des Papierstreifens die Marke a in die Kreislinie

einspielt.

ad (17;
¥
‘ 7 L
_ 1 L
- \ 45 Dy
1 -;' ¢ j\: . .
y 'ui |2 ot ! I\.\
|; . I y .\.
i/ ‘ \\
_— it | T A\
: T :
: _f-—‘IP et b e
0= W_E == == l:,_;

5 |
|

I

|
\\*
= |

Oy verbleibe.

Die Richtigkeit des eben Gesagten wird aus

folgender allgemein gehaltener Construetion ein-
leuchten. In (25) sei das Lineal V"M mit den Mar-
ken 7, a, e in der Art versehen, dass man en— 9,
und ea = B setzt, und die Bewegung desselben jedesmal so einrichtet, dass bestindig a in Oz, und 2 in

(20)

(21)
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Es bilde das Lineal bei irgend einer dieser Stellungen mit Oa den Winkel ¢, und es seien @ = O P,
y = Pe die Coordinaten der diesmaligen Lage der Marke ¢, so erhiilt man :
% A sin der o — cos J in
= G088 © , —— =— 8SIn ¢, oder T‘s-},_ ~ — 8 @,
en r € d A B
somit fiir ein beliebiges o :
z 2

. & Y
(29) 9[2—§— b ki

Hieraus sieht man ein, dass jeder Punkt des Lineals VM den Umfang einer Ellipse beschreiben muss,

sobald zwei Punkte desselben — etwa a und » — wiihrend der Bewegung gezwungen werden, der erste in

(24) Oz, der zweite in Oy zu verbleiben. Es lisst sich sehr leicht zeigen, dass bei einer so gestalteten Bewe-
gung ein jeder Punkt der Ebene, in welcher das Lineal liegt, eine Ellipse beschreiben muss.

Es ist anf diese Weise sehr leicht, mittelst
eines entsprechend markirten Lineals die Begeg-
nungspunkte «, B, ¢, 4 zu bestimmen, in wel-
chen eine bereits ausgezogene Linie £S5 7 von der
Ellipse geschnitten wird ').

Fasst man das Durchschneiden mit einem
elliptischen Linienzuge in dieser Weise auf, so

7 Kkann man mit Hinblick auf die Constructionen (ad
15) und (ad 16) allgemein behaupten, dass man
eine jede hochstens dem vierten Grade angehirige
Gleichung mit Hilfe eines markirten Lineals und
eines Zirkels in directer Weise zu lisen vermag.

Aus der Figur in (22) ersiecht man eine voll-
stiindige directe Constructionsmethode der Auszie-

(26) hung von Kubikwurzeln. Hieher gehiirt auch die schon seit uralten Zeiten vergebens gesuchte Lisung des

Problems iiber die Verdoppelung des Wiirfels.

Die in (25) ausgesprochene Behauptung ist bloss in Bezug auf die Bestimmung der primiiren (reellen)
Wurzeln der erwiihnten Gleichungen gerechtfertigt. Die Mathematik hat Formeln construirt, mittelst welchen
man auch die complexen Wurzeln einer kubischen Gleichung, und mit Hilfe der Auflisung der kubischen
Gleichung auch die Wurzeln der biquadratischen Gleichung numerisch berechnen kann. Eine kleine Uber-
legung belehrt uns, dass die in diesen Formeln zu effectuirenden Operationen auch constructiv vor sich
gehen kinnen, sobald man einmal die Operation der constructiven Darstellung von Kubikwurzeln und die
der Dreitheilung eines Winkels in directer Weise zu leisten vermag. Die erstere ist bereits in der Figur (22)
erledigt; mit der Darstellung der Trisection wollen wir uns alshald beschiiftigen.

RO

|"‘_’:"1) s

'\

Es sei
- 3 2 - "
; 00 . "o S @ sl om0 #
! = 38 L o L T N Yo - e = {9 i Tl Ees 3
sing = 3sin o 4 sin 5 = 5 CO8p=C08 2 [1 (2sin 3) e
sel ferner
5 ':-’ oL
.;3;) sm_?' — 5>

1) Diese und mehre andere Constructionen der Kegelschuitte bei gegebener Grisse und Richtung der conjugirten Halb-
axen, und iiberhaupt iiber die Verwendung mobiler, mit Marken versehener Linienziige finden sich im 1I. Bande meines
Werkes betitelt: ,Wyklad Matematyki na podstawie ilosei o dowolnych kierunkach. Lwow 1864.¢ — Mathematische
Vortriige, gegriindet auf die Anschauung der Griossen mit beliebigen Richtungen im Raume. Lemberg 1864. Zwei Biinde
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so erhilt man

g : ke
@*—3x+s=0 und cosy=cos g (1—a)= . (28)

Einem gegebenen Winkel entspricht ein bestimmtes s und £, welche man sehr leicht constructiv bestim-

: x 2 SO 13
men kann. Nach (18) findet man aus (28) etwa die Wurzeln z,, x,, x, welche wegen l%] < [.5_] immer

reell ausfallen. Die Hiilfte einer jeden dieser drei Wurzeln stellt den Sinus des zu bestimmenden Win-
kels ”: vor.

Zu einer Wurzel etwa «, findet man durch Construction etwa den Winkel ¢, und gleichzeitig den Win-
kel ¢/, =r—1,. Diese zwei Winkel haben entgegengesetzt bezeichnete Cosinuse — und es kann diesfiillig
wegen (18) bloss eine der Relationen

k ; ke
cosy, (1—=*) = o CO8 V,(1—2%) = 5 (29)
in Erfiillung gehen, und somit nur einer von diesen Winkeln als der dem gestellten Probleme geniigende an-
gesehen werden.

Sind nun ¢, ¢,, ¢; die Winkel, welche den Relationen (28) gleichzeitig geniigen, so wird von den Win-
keln 3¢, 3¢,, 3¢,, ¢ jeder denselben Sinus und Cosinus besitzen, und es kinnen demgemiiss diese Winkel
sich bloss um ganze Vollwinkel von einander unterscheiden. Folglich kann das aus (28) hervorgehende Win-
kelsystem durch das System

' g 9 360 g 2860

Erite e Wl v
(30)

R 20% 2 42407

ersetzt werden. Die constructive Angabe des ersten von diesen Winkeln bildet eben die Lisung des Pro-
blems von der sogenannten Dreitheilung des Winkels (Trisectio anguli). Eine zweite bedeutend einfachere
Losung dieses Problems geben wir im Folgenden.
Zum Behufe der Angabe
v des dritten Theiles des vor-
gelegten Winkels ¢ = 2O N
nehme man ein mit iiguidistan- (31)
ten Marken A4, m, B versehenes
Lineal V7§ — schneide auf
dem zweiten Schenkel O N
OE=mB=mA ab, und be-
stimme den Punkt Z; sodann
= errichte man auf Oz die Senk-
<2 9 x rechte Oy und bewege das Li-
VA neal VS dergestalt, dass die
v Marke 4 in Oz, die Marke B
v in Oy einspielt, bis man in die-
jenige Stellung gelangt, wo das
Lineal gleichzeitig durch E hindurchgeht. Hiedurch erhilt man auf Oz den Punkt 4, und die Gerade 4 E;
dann ist der Winkel 2 4 E=1, der dritte Theil von g.

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XXX. Bd. Abhandl. von Nichtmitgliedern. mm
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Beweis. Im rechtwinkeligen Dreiecke ist m O =md = Bm = OE, daher < 0 Em=<J Emo=2{,, und
schliesslich < EO, X =<JOEA+ <Y EAO oder

(32) o= 2‘.})1 + l})l = SIITJl - q. c. d.

Die Construetion (31) liefert auch die iibrigen zwei Winkeln des Systems (30), wenn man zur Anlegung
des Lineals VS zuerst den Quadrant oy’ und dann den Quadrant zoy verwendet.

Im Quadrant 4 O 4 ist die regelrechte Stellung von V'S unmoglich, weil man bei Einspielung von 4 in
0 A, von B in Oy nicht bewirken kann, dass das Lineal durck E hindurchgehe.

88

Einiges tiber Cykloiden und cykloidale Constructionsaxen.

Wird die Kreisscheibe mn H auf der Geraden mx fortgerollt, so beschreibt ein jeder in der Ebene der

Kreisscheibe liegende Punkt 4 einen Linienzug 4.A4'S ..., welchen man mit dem generellen Namen

(1)

Cykloide belegt. Wird hiebei der Radius der Kreisscheibe = (Wiilzungsradius) mit », und der Abstand
des ins Auge gefassten Punktes 4 vom Centrum = (Cykloidalradins) mit « bezeichnet, so kinnen wir je
(2)nach der Wahl von « drei Arten von Cykloiden unterscheiden, und zwar: die verkiirzte, verlingerte
und gemeine Cykloide, je nachdem der Cykloidalradius sich kleiner oder grisser gestaltet, als der
Wiilzungsradius, oder demselben an Linge gleichkommft.
Beim Fortrollen der Kreisscheibe gelangen nach und nach die in der Richtung des Pfeiles aufeinander
folgenden Bogenelemente des Kreisumfanges mnH zur Berithrung mit ma. Ist auf diese Weise der Endpunkt
n des der Bogenzahl ¢ =are <Jmo#~ entsprechenden Bogens in die Beriihrungsstelle »’ angelangt, so wird
das geradlinige Segment m#' geradezu die Linge des der Bogenzahl ¢ entsprechenden rectificirten Bogeuns
mn ausmachen, und es besteht diesfillig die Relation

—

(3) mu=mn =r.q

Der Radius OAm nimmt diesfillig die Lage O’ A'm’ ein, und der entsprechende Cykloidalpunkt 4’ erhalt
in Bezug aut das orthogonale Axensystem wmy folgende Bestimmungsstiicke :

x=mP=mn'—Ou, y=PA=a0+4ud,
wobei

mn'=ryp, Ou=0'Acos(p—ir)=asing,

ud' = O A4 sin (50—%;1) = —actos g,
hiemit

x=rg—asily , y=72—acosy.



Studien im G ebicte numerischer G'leichungen. 291

Aus den vorstehenden Relationen ¢ eliminirend, hat man :

i

Dies ist die analytische Gleichung des vollstindigen Cykloidalzuges, und zwar eines verkiirzten, gemei-
nen oder verlingerten, je nachdem a kleiner, gleich oder griisser vorausgesetzt wird, als der Wiilzungs-
radius ».

Aus (4) findet man :

dy @ Sin g n' P _
i e O e s e — tang 0 L 2
dr r—acosgp o PAT g1 - (6)

wo o den Winkel darstellt, welchen die Beriihrende an den der Bogenzahl ¢ entsprechenden Punkt (x, ») mit
der z-Axe einschliesst. Dieser Winkel ist derjenige, welchen die Verbindungslinie des Cykloidalpunktes A’
mit dem entsprechenden Wiilzungsberiihrungspunkte »’ mit der Axe my einschliesst. Demgemiiss ist 4’7’
die zu A’ gehirige Normallinie.

Bezeichnet man die zn ¢ gehirigen Coordinaten mit x,, y., so kann man aus (4) folgende Relationen
~ ableiten:

Fiir
p=2ra
Yot =Y ) Lytonn=2ao+np (1)
Yor—p=Yp ) %o+ T2eg=p (8)
Y—=¥Ypy Z_,o+a,=0. 9

Ein Segment der Axe ma von der Liinge p entspricht einer vollen Wiilzung der rollenden Kreisscheibe
und wird eine volle Strecke genannt. Ein Segment der unendlichen Cykloidallinie, welches einer vollen
Strecke, wie etwa in (1) der Strecke m#» entspricht, heisst eine einfache Cykloide. (10)

Wegen (7) ist der unendliche Cykloidalzug aus unendlich vielen aneinander gefiigten einfachen Cykloi-
den zusammengesetzt, weil die der ersten vollen Wilzung entsprechende Aufeinanderfolge der y-Coordinaten
sich bei jeder anderen vollen Willzung in derselben Weise wiederholt. Vom Anfangspunkte m aus bezeich- (11)
nen wir die anfingliche volle Strecke mit p,, und die weiter nach rechts folgenden vollen Strecken mit P
Py- -, eben so mit p_,, p_,..., die weiter nach links folgenden vollen Strecken. Die etwa iiber p,, sich
wilbende einfache Cykloide soll mit C,, und jede die mte volle Strecke schneidende Verticale mit 17,
bezeichnet werden.

Wegen (8) sind die vom Anfang und Ende einer einfachen Cykloide gleichweit abstehenden Punkte
gleich hoch, und demgemiiss ist der in der Mitte einer einfachen Cykloide stehende Punkt ein singuliirer
Punkt, und zwar wegen (4) in Bezug auf y ein hochster Punkt (Maximalpunkt). (12)

Wegen (9) stehen die gleichweit von der y-Axe abstehenden Punkte gleich hoch, und demgemiiss ist
der Zusammenstossungspunkt zweier einfachen Cykloiden ein singuliirer, und namentlich ein Minimalpunkt —
tiefster Punkt.

Wegen (6) entspricht im Allgemeinen einem jeden Maximal- oder Minimalpunkte eine horizontale Beriih-
rende. Nur im Minimalpunkte der gemeinen Cykloide ist die Beriihrende vertical. (14)
Wenn man die Erzeugung der Cykloidallinie in (1) aufmerksam priift, so kinnte man in der That die

Linge a= 0A4=0'A'= 0"} ...wie einen beschreibenden Cykloidalradius ansehen, wiihrend man sich das
Centrum O in die Lagen O', O0”...in Og in der Weise fortschreitend denken muss, dass jedesmal die
Fortschrittsgrosse des Centrums derjenigen mit dem Wilzungsradius multiplicirten Bogenzahl gleich-
komme , welehe der Richtungsdifferenz der ins Auge gefassten Grenzlagen des Cykloidalradius entsprieht. =

So findet man in (1) zwischen den Radien 0’4’ und 0’4’ die Bogenzahl ¢—g¢, daher der Abstand von
O’ bis 0" =r (y—¢). -

(13)

mm*
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In den symmetrisch einander zugekehrten Hiilften einer einfachen Cykloide erscheinen die Radien wie

04", 0" in Bezug auf die mittlere Verticale pp’ nach entgegengesetzten Seiten weggelenkt dergestalt,

dass jedesmal das Centrum an die Verticale p.p’ niher liegt, als die Lage des entsprechenden Cykloidal-

(16) punktes. Der Cykloidalradius erleidet innerhalb einer einfachen Cykloide in continuirlicher Weise eine volle

Drehung. In (1) ist die anfiingliche Stellung O 4, nach einer halben Volldrehung gelangt der Radius in die

entgegengesetzte Stellung w p’ und dann in Folge der zweiten Hilfte der Wilzung in die urspriingliche Rich-
tung w's zuriick.

(17)

Fiir einen gegebenen Wiilzungsradius Om = » werden wir am Schlusse des Paragraphes zeigen, wie
man mittelst einer einfachen Vorrichtung eine der verkiirzten Cykloiden, etwa die Cykloide 4”4 A'A" als
einen continuirlichen Zug darstellt. In der vorstehenden Figur sei der Zug 4”4 A4'.4"" auf diese Weise bereits
verzeichnet. Betrachtet man die Centrallinie O O’ als die erste und den Zug A”4 4’4" als die zweite Con-
struetionsaxe, so lisst sich in Bezug auf den Wiilzungsradius » jede beliebige dem Cykloidalradius OB =5

(18) entsprechende Cykloide B”B B'B" auf folgende Weise auspunktiren :

Einen durchsichtigen Papierstreifen L L' versehe man mit den in einer Geraden liegenden Marken O,
A, B dergestalt, dass dieselben in Bezug auf ihre Abstiinde den Relationen O'A’'=a, O'B'=15 geniigen.
Durch Einstechen an der Stelle B’ mittelst einer Nadel bildet sich im Papierstreifen eine kleine éﬂ'nung,
durch welche eine feine Bleistiftspitze eindringend , auf der Zeichnungsfliche die entsprechende Punktspur
einzuzeichnen fihig ist.

Bewegt man diesen Papierstreifen dergestalt, dass fortwiihrend die Marke O’ in der ersten, und die
Marke A’ in der zweiten Constructionsaxe verbleibt, so wird die Marke B’ den Umfang der zum Cykloidal-
radius 4 gehorenden Cykloide B”B B B'” beschreiben. Hiebei muss jedoch zufolge (16) beachtet werden,
dass der Abstand der Marke A’ von der in (1) ersichtlichen Mittellinie p ' nicht kleiner ausfalle, als der Ab-
stand der Marke . Die Gleichung der Cykloide B”B B'B" ist nach (5) folgende :

(19) x= raro[ms = T—;?—f} — Vo—(r—y)

Die Riehtigkeit des in (18) dargestellten Verfahrens ist auf Grundlage der Bemerkungen in (15) unmit-
telbar ersichtlich. :

Wie aus (17) zu ersehen ist, lassen sich mittelst eines so markirten Papierstreifens sehr leicht bloss ein-
zelne Punkte bestimmen, etwa solche, in welchen bereits auf der Zeichnungsfliche vorgezeichnete Linien,
wie CC’, GG’ von einer zum gegebenen Cykloidalradius gehirigen Cykloide getroffen ‘werden. So ist in (17)



Studien im Gebiete numerischer Gleichungen. 293

der Punkt B’ der Begegnungspunkt des Zuges BB B'B" mit den Linien C (' und G ¢/, und B’| der Begeg-
nungspunkt der Cykloide mit gg'.

In (17) wird der Doppelpunkt «», in welehem zwei benachbarte einfache Cykloiden die Verticale treffen,
ein Knotenpunkt genannt. Die Partie der Cykloide, welche zwei benachbarte Knotenpunkte verbindet, (20)
heisst Kerncykloide. Die Restpartien zweier benachbarten einfachen Cykloiden bilden eine Schleife,
welche in e und ¢’ die Axe ma schneidet. In diesen Punkten ist y =0, und man erhiilt zu ihrer weiteren
Bestimmung nach (19):

T, = a-:u‘(-.[cus = %] — VB—2t, x,= V& —r® — rarc ‘{'us =0 ] (21)

Mittelst (6) iiberzeugt man sich leicht, dass die in ¢ und ¢’ zu legenden Beriihrenden eine verticale Stel-
lung einnehmen, und man wird aus diesem Grunde sehr passend die Linge ee’ als die Breite der 99
Schleife ansehen. Eine verticale Gerade, welche das Breitensegment e e trifft, wird ganz gewiss die Cykloi-
denschleife in zwei Punkten schneiden.

Bei grisseren & kann es sich ereignen, dass .= —a, mehrere volle Strecken tibertrifft. In diesem Falle
bildet sich um jeden Grenzpunkt zweier einfachen Cykloiden eine Schleife, welche sich iiber mehren vollen
Strecken, und bisweilen noch iiber Theilpartien solcher Strecken wolbt. Im Gefolge dessen erscheint jede (23)
einzelne volle Strecke iiberwilbt, einestheils von einer Kerncykloide, und dann noch von so vielen Schleifen,
als iiberhaupt die Anzahl der vollen Strecken betriigt, welche in den Bereich der Breite einer einzelnen
Schleife mit einbezogen sind.

Ist etwa

2y = Vbt— 1t — rare [vos = ;—l =np-+u (24)
I 2

wo » eine ganze Zahl vorstellt, und « < p sich ergibt, so wilben sich iiber einer jeden vollen Strecke der
Axe ma vor Allem die dieser Strecke entsprechende Kerneykloide; 2% Cykloidenschleifen der ganzen Strecke
entlang; und ausserdem ist nach Massgabe des » vom Anfang und Ende aus je eine Partie der Strecke von (49]
je einer Cykloidenschleife in der Breite « iiberwlbt.

Sei nun < p der Abstand einer Verticallinie 77 vom Anfangspunkte einer beliebigen einfachen Cykloide,
welche zur Relation (24) die Grossen » und « liefert. Sei ferner durch das Symbol (%, ») die jeweilige Cor-
relation zwischen « und » vergegenwiirtigt, welche die Zahl 9 als Anzahl der Durchschnittspunkte zwischen
7 und der vorgelegten Cykloide veranlasst, so kinnte man die Gleichung

(u, ) =AU (26)
auf folgende Weise lesen :

,Die Bedingung (#, ») veranlasst 9 Durchschnittspunkte zwischen ¥ und dem zu » und =« gehorigen
Cykloidalzuge.“

Auf Grund dieser Deutung und der Betrachtung in (25) liisst sich zur Beurtheilung der jeweiligen Vor-
kommnisse sehr leicht folgendes Tifelchen entwerfen :

Tt

(w,2) =%
u = (0, » beliebig (dn+1) [e<ip, (p—u)E» (4n+3)
u=1_4p, vSu dn43) |u>Lip, v=u (424 D) (27)
w=1p, v=u (4n+45) u>1p, v=p—u (42 +5) :
u<ip, u<o<(p—u) dn+1) lu>ip, v>u (472 + 3)
u<ip, u2v .' 4rn+3) |u=>tp, v< (p—u) | (424 3)
| |
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Das Schema (27) gilt offenbar nur fiir verlingerte Cykloiden. Die verkiirzte sowohl als auch die
cemeine Cykloide wird von einer Verticalen im Allgemeinen bloss in einem einzigen Punkte getroffen. Eine
Ausnahme bildet der Zusammenstossungspunkt zweier einfachen gemeinen Cykloiden, welcher der entspre-
chenden Verticalen als ein Doppelpunkt angehort.

Dem Schema (27) gemiiss kommt es darauf an, die Begegnungspunkte und die diesen Punkten entspre-
chenden Wiilzungsbogenzahlen zwischen einer gegebenen Verticalen und den aufeinander folgenden Cykloi-
den zu bestimmen. In der Praxis geniigt eine einzige einfache Cykloide, um mit Hilfe derselben die simmt-
liche Anzahl der Begegnungspunkte sammt den diesen Punkten entsprechenden Wilzungsbogenzahlen zu

ermitteln.
Ist niimlich die vorgelegte Verticale V,,, so denke man sich ein System von Verticalen

(25;] < I:n—as Ve —g? Vi —17 Ve Vm-{»—p rm+g! I'rswu+;x,' iz

von der Beschaffenheit, dass je zwei Nachbarverticalen die gemeinschaftliche Distanz p aufweisen, auf der
Zeichnungsfliiche eingetragen, und von den einfachen Cykloiden bloss die der €., entsprechende verkiirzte
Cykloide mittelst der am Schlusse dieses Paragraphes beschriebenen Vorrichtung an gehiriger Stelle der
Zeichnungsfliiche verzeichnet. Mittelst des zu C,, gehirigen Cykloidalradius & bestimme man die Begegnungs-
punkte der Linienpaare
(29) (Cny Vi) (Cas Vmty)s (Cry Vmts)s (Cay Vngg)- -
((?m} T“m -—]) 1 (O‘m? l';ﬂ—t] 3 (O’W? I(rm_:i}' i

von denen das erste Paar bloss einen einzigen Punkt, dagegen jedes andere Linienpaar je zwei Durch-
schnittspunkte liefert. Zu einem jeden der in (29) angedeuteten Begegnungspunkte bestimme man den ent-
sprechenden positiven Wilzungswinkel in der Art, als wenn diese Punkte auf der Cykloide C, gelagert
wiiren. In diesem Falle wird von den entsprechenden positiven Wiilzungshogenzahlen

LI/ ‘Pm+|: "J"{m+|5 "PM+2J "l{”m—ks; ‘Pm+3: "me-i-s;"'

Ym—y> ¥m—y3 Um—g> ¥Ym—gi ¥m—3, "P’m-—gi---

(30)

keine die Grissse 2x fibertreffen.
In Bezug auf die y-Coordinaten der Punkte (29) kann man das System (29) durch das System

(Cny V)5 (Cn—ys V)3 (Cn—yy V)3 (Cm—g, Vm)-:-

(31)
(Cm+|: Km)r (Cm-i—gs rm); (“nm+3! Irm)--'
ersetzen, und erhiilt mit Hilfe (30) und (31) folgendes vervollstindigte System von Wiilzungshogenzahlen :
39 2ma+Pn; 2(m—1)n+ ‘lbm-H J Q(m_'l)“ + Py s 2(m—-2)rr + Ymtses 2(7"—2)“ + Vimtgie--
(32)

2(mt1)mtYnys 2mA1) 74 Yneys 2274 by, 24D Tt Yy

Dies sind die Bogenzahlen, welche den Begegnungspunkten (31) als die entsprechenden Wiilzungs-
bogenzahlen angehiren. Diese Punkte sind einestheils in dem mit & beschriebenen Cykloidalzug, anderer-
* seits aber simmtlich in der Verticalen 7, enthalten, miissen daher siimmtlich hinsichtlich der =-Coordinate
mit einander iibereinstimmen.
Ist
(33) z=mp4+u=X oder z=2X
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die gegebene analitische Gleichung der Geraden F;,, so erhilt man in Bezug anf die Begegnungspunkte die-
ser Geraden mit dem zu & gehorigen Cykloidalzug folgende zur Bestimmung der Willzungsbogenzahl ¢ die-
nende Relation

X=rg—bsing (34)
welche dem Obigen gemiiss erfiillt werden muss, wenn man an die Stelle der Unbekannten ¢ eine beliebige
der in (32) angedeuteten Zahlen substituirt.

Die Bildung des Cykloidalzuges beansprucht zur Darstellung der aufeinander folgenden Wiilzungsbogen-
zahlen das ganze Continuum der zwischen — oo und 4 oo liegenden Zahlen, es wird daher eine der Glei-
chung (34) geniigende Zahl auf einen Winkel hinweisen, welcher der Verticalen [z = X'] und dem zum
Radius 4 gehirigen Cykloidalzug gemeinschaftlich angehort — und ganz gewiss unter den in (31) angedeu-
teten vorkommen muss. Demgemiiss sind in (32) die simmtlichen der Gleichung (34) angehorigen reellen
Wurzeln dargestellt, deren Anzahl zwar aus der Construction von selbst hervorgeht, aber auch ohne dieselbe
nach dem Schema (27) sehr leicht vermittelt wird.

Die zur Darstellung von ¢ dienende Zahlenschaar (32) hiingt von der jedesmaligen Wahl der Verhiilt-

: X b
nisswerthe e ab, und man kann daher setzen :

-2 e

In der nachstehenden Figur ist fiir die Gleichung
127 4+2=¢—b-6siny (36)

die sub (28)—(33) erklirte Methode praktisch durchgefithrt. Nach der am Schlusse dieses Paragraphes an-
gegebenen Instruction erzeugt man durch Wilzung eines mit » beschriebenen Kreises mit Hilfe des Cykloi-

By, Y.
LA S

(37)

i
\

|z

St 8 [ s

dalradius 0 A= 0,4, = O, A, = 0,4, = 0,4, = 0, A", = a die verkiirzte Cykloide 4', 4 4,4, 4. 4"..
Wegen (36) hat man hier X =6p 4 2», 5-6»=5, und hieraus fir mw = 2» =» das System der Verticalen
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", Vg V,....Mit Hilfe eines Papierstreifens, welcher mit den Marken O, 4, B in der Art versehen ist,
dass man bei jeder Bezeigerung dieser Buchstaben der Relation O A =a, OB =0 Geniige leistet, sind auf
den Verticalen die Punkte B,, B',, B,, B,, B, und auf der Axe =’ der Punkt ¢ bestimmt, indem man nach
und nach den Markentriiger in die Lagen OAq, O,4.B., 0, A’ B, O,AB,, O, A'B ., 0.4 B, gebracht
hat. Wegen a, = gm ==« wird keine der weiteren Verticalen...V,, V;, V,, V;, V,...getroffen. Daher
sind die in (37) ersichtlichen Winkel ¢, ¢';, ¢;, ¥., ¥/, schon die simmtlichen Winkel, welche dem in (30)
angedeuteten System angehiren diirfen. Wegen «» >1p, u>» > (p—u) und =0 erhilt man nach (27)
A—=4n+5=05, also gradezu die aus der Construction hervorgehende Anzahl von Auflésungen. Da hier
eigentlich von den Begegnungspunkten der V;, mit den Cykloiden C., C;, C, die Rede ist, so hat man nach
(32) folgende vervollstindigte Wilzungsbogenzahlen:

(38) 1274 gy, ldn4- 0, Mdaf-¢., 10x4y,, 10x41,.

Dies sind daher die fiinf moglichen reellen Wurzeln, welche der Gleichung (36) angehiren, sobald man
unter den mit Zeigern versehenen ¢ und ¢’ die entsprechenden Bogenzahlen versteht.
In den Gleichungen :

oV

(39) ro+asing4e=0

(40) ro+4beosg4e=0

(41) ro 4 asing +beosy 4 c=0

(42) 279 +42asinty 4 2bcostop4c=0

haben wir den jedesmaligen ersten Coéfficienten durch den Radius des Wilzungskreises dargestellt. Ist dies
bei einer gegehbenen derartigen Gleichung nicht der Fall, so kann man durch zweckmiissige Multiplication
oder Division diesen Fall immerhin herbeifiihren.

Jede dieser Gleichungen lisst sich auf die Form der Keppler'schen Gleichung

(43) 11’=3'§J‘—-6$i11?

bringen, sobald man von Fall zu Fall die Grossen X und 4 aus der jeweilig vorgelegten Gleichung auf fol-
gende Weise ermittelt :

{44} II] (39) fij.l' a)U, b= a, (P:t‘p—i-;‘.', :f:———;’,'—%_p
fir a<0, b=—a, 9—9, X=—¢
(45) oyl 0 0 W=D, e s Hla B Gt Iro p—tinT
fir b<0, b=—06, p—=¢p—jn, X=—c+|p
= . ! ) ;
(46) In (41) tangy=—, b=—bcoseed, 9y=9—¢, X=—c+rY
=il
fir (b—a)<0, b=a—b, p=1p—ir, X=—a—b—c+1p.
Fiir b—a =0 ist in (42) die Transformation tiberfliissig, weil man in diesem Falle aus der Relation

r¢ =— - —b den Werth von ¢ unmittelbar berechnen kann.

N|°‘- o
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Auf die in (37) praktisch dargelegte Weise gelangt man zu den Wurzelwerthen der Gleichung (43) und
dann vermittelst der gehorigen Formeln in (44), (45), (46), (47) zu eben so vielen reellen Wurze lwerthen
der Gleichungen (39), (40), (41), (42).

Y
o0 —‘\‘\\\ (18)
7 N SR ean o RSl !
RS WA S .\_é;_.__-_'...l_‘ = ‘&'-_‘ = e — e = P e
RLE I“l\'__\“ £ L ____\l_l?,;_'f".-’ x-".l";'g ;n- _‘J_é‘ \.“h"‘ Ir.‘ 4 i AL
U BN B R e S A e Ty SEADTNIR A N ot
R e o
Bl 4 &
1 |
( — i "-_.‘ < /. .>~’ T,
- r X
—
1
In der vorstehenden Figur wird vorausgesetzt, dass man die zum Wilzungsradins » = Om und dem
Cykloidalradius @« =0d gehirige Cykloide dCBp.A sammt dem entsprechenden Erzeugungskreis debad
bereits genau beschrieben hat. Die Umfangspuukte des Erzeugungskreises heissen Erzengungspunkte,
(49)

die Umfangspunkte des Wiilzungskreises werden Wilzungspunkte genannt.

Geht man von einem Wiilzungspunkte, etwa o' aus, so gelangt man mittelst der Richtung 2’0 in den
Erzeugungspunkt «, mittelst der Horizontalen ¢ 4 in den Cykloidalpunkt A, mittelst des Cykloidalradius
a= A0, in die Lage des zugehiorigen Cykloidaleentrums O,, und endlich mittelst der Verticalen O, S, in
die Lage der dem Wiilzungspunkte «' angehirigen Beriihrungsstelle S,. Man sieht iibrigens sehr leicht, dass
man mit Ausnahme von O von einem jeden Punkte des Siebeneckes Oax'aAO S, O ausgehend, mittelst einer
aus (48), (49) unmittelbar ersichtlichen Construction, die Lagen der iibrigen sechs Punkte erhalten kann. Auf
dieselbe Weise sind die Siebenecke 0665 0,S,0 und Ocy'cCO,S,0 construirt.

Aus dieser Construction folgt, dass fiir den Wiilzungspunkt etwa ' und den entsprechenden Beriih-
rungspunkt S, die vom Ursprung s bis [’ reichende Bogenlinge des Wiilzungskreises dieselbe Liinge besitzen
muss, wie die vom Ursprung = bis S, reichende geradlinige Strecke. Dem Obigen gemiiss ist es sehr leicht
folgende Aufgaben constructiv aufzulisen :

1. Eine beliebige von m ausgehende Bogenlinge des Wiilzungskreises durch eine entsprechende gerad-
linige in m beginnende Strecke darzustellen. (50)
Eine beliebige von m ausgehende geradlinige Strecke der Axe ma an den Wilzungskreis anzuwinden

(]

und den entsprechenden Centriwinkel zn bestimmen.

3. Bestimmt man zum Endpunkt etwa o’ des zum Sector S, =y f'a'Om gehirigen Bogens mea’ die ent-
sprechende Beriihrungsstelle S, so erhilt man ein Dreieck O .S,, welches mit dem angenommenen
Sector S,. gleichflichig ist.

4. Auf einer etwa den Bogen ma repriisentirenden geradlinigen Strecke =S, findet man auf Grundlage
einer nach gegebenen commensurablen oder incommensurablen Verhiiltnissen in ¢, 5,... getheilten
geradlinigen Strecke ma die correspondirenden Theilungspunkte S,, S,...und dann auf die oben
besprochene Weise die entsprechenden Wiilzungspunkte </, £',. . ..

Diesen Bemerkungen zufolge werden nun mit Hilfe einer principiell richtig verzeichneten Cykloide fol-
gende Probleme einer directen Lisung angefiihrt :

Denkschriften der mathem.-naturw, Cl. XXX. Bd. Abhandl. von Nichtmitgliedern. nn
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1. Das Problem der Rectification gegebener Kreishigen.
2.

Das Problem der Theilung gegebener Kreishogen und der entsprechenden Centriwinkel in beliebig

viele Theile nach commensurablen oder incommensurablen Verhiiltnissen.

3. Das Problem der Flichenangabe (Quadratur) gegebener Kreissectoren.

(1T

|.£->])

(111 SF

] |
(IV) ' |
T ]
[l B2 n K
= b
: |!_i{ B "
511 R FR A S A S NN

Die graphische Liosung der im Verlaufe dieses Para-
oraphes discutirten Probleme wird durch eine prineipiell
richtige verkiirzte Normaleycloide vermittelt, welehe mit der
nachstehend beschriebenen Vorrichtung verzeichnet werden
kann.

Auf die Zeichnungsfliche wird ein rechteckiger Rahmen
ABCD angelegt, auf welchem mittelst der Handbhabe 7' ein
Lineal C'D parallel zu A B hin und her sich verschieben lisst.
Das Lineal C'D ist aus. zwei Theilen «f, «'[‘ zusammen-
gesetzt, welche mittelst einer elastischen Schichte ss’ mit ein-
ander zusammenhiingen. Innerhalb des Rahmens befindet sich
eine das Lineal «'f in ', und das Lineal 4 B in (' beriih-
rende Kreisscheibe K, welche wiihrend der Verschiebung des
Lineals O D eine rollende Bewegung annehmen muss. Die ver-
ticalen Beriihrungskanten <’ und €’ bilden die Seiten eines
durech das Centrum der Kreisscheibe gehenden Querschnities,
welcher auf beiden Linealen gleichzeitiz senkrecht steht. Zur
Sicherung der Scheibe K vor dem Heransfallen aus dem Rah-
men, dienen entweder zwei am unteren Rahmen vorspringende
diinne Leistchen, oder eine derartige Aushihlung des Rad-
nmfanges, wie dies in III. im Querschnitt « ersichtlich ist.

[st das Lineal D nicht gehorig an die Kreisscheibe angepresst, so kann es sich ereignen, dass wiih-
rend der Verschiebung von C'D die Kreisscheibe und auch die Kante €’ in Ruhe verbleibt.
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Ist aber €D an die Kreisscheibe gehorig angedriickt, so ist dies auch beim Lineal A B der Fall. Wenn
nun die Verschiebung von €D eine Bewegung der Kante ¢ veranlasst, so wird die eben so starke Pressung
von AB an die Kreisscheibe der Bewegung der Kante ¢’ hemmend in den Weg treten, und es wird bei die-
sem Fortschreiten der Querschnitt veranlasst eine drehende Bewegung anzunchmen.

Die Stellung des Querschnittes wird mit Riicksicht auf A B sich schief gestalten, und es wird der
niichstfolgende Querschnitt in die Normalrichtung gegen A B gelangen, wie es die rollende Bewegung mit
sich bringt.

Mag nun das sich bewegende Lineal CD an der Kreisscheibe gleiten oder nicht, so ist withrend der
Bewegung der Kreisscheibe ein Gleiten derselben am Lineal A5 nicht mglich. Diese Bewegung kann dem-
gemiiss mit Riicksicht auf A B als eine vollkommen rollende Bewegung angeschen werden.

In dem Falle, wo das verschiebbare Lineal C'D nicht an allen Stellen an die Kreisscheibe gehorig an-
gedriickt ist, dergestalt, dass an einigen Stellen eine Gleitung des Lineals ('D zum Vorschein kommt, hiite
man sich ein allzu schnelles Rollen zu veranlassen, weil man hiedurch Gefahr lauft, durch eine an den Glei-
tungsstellen in Folge der Triigheit fortandauernde Axendrehung der Kreisscheibe einen liingeren Bogen ab-
suwickeln , als die zur Abwickelung verwendete Wiilzungsstrecke A B betriigt. Zur Vermeidung solcher
Gleitungsstellen war es daher angezeigt, dem Lineal C D den elastischen Streifen ss' einzuschalten, um hie-
durch an allen Stellen die erwiinschte Anpressung an die Kreisscheibe hervorzubringen.

Bei der auf diese Weise gesicherten vollkommen rollenden Bewegung der Kreisscheibe beschreibt
jeder mit der Kreisscheibe in Verbindung stehende Punkt, wie etwa die Spitze eines in die Offnung E ein-
getauchten, mittelst eines Gewichtes vertical gedriickten Bleistiftes auf der Zeichnungsfliiche eine Cykloide,
und zwar in diesem Falle eine verkiirzte Cykloide , welehe — wie bereits geniigend gezeigt wurde — im
Constructionswesen mit erheblichen Vortheilen verwendet werden kann. Das im Einschnitt o eingreifende
Ziingelchen 7 hindert die drehende Bewegung des Schreibstiftes, und bewirkt hiedurch die Fixirung des letz-
teren mit der rollenden Kreisscheibe. Durch Herabdriickung der an der Feder f schwebenden feinen Nadel
erhiilt man auf der Zeichnungsfliiche Spuren, welche die Lage der Centrallinie markiren. Die verticalen Mar-
ken in p. und p’ dienen zur Angabe der Geraden, auf welcher die Kreisscheibe fortgewiilzt wird.

Bringt man mit der Kreisscheibe nach der Andeutung von (IV) eine Schreibvorrichtung MN in feste
Verbindung, o wird man in den Stand gesetzt, Cykloiden mit beliebig langen Cykloidalradien zu beschrei-
ben, sobald man den oben beschriebenen Rahmen A B CD auf vier oder mehre mit breiten Basen versehene
Fiisschen aufruben lisst, indem durch successives Wegschieben und Wiedereinsetzen solcher Fiisschen der
Bewegung der Schreibvorrichtung der nothige Raum frei gemacht wird.

Die Schreibvorrichtung besteht aus einem festen Arm M N, lings dessen Lingenschlitz sich ein kurzer
Cylinder # verschieben und an beliebiger Stelle durch ein Pressscheibchen fixiren lisst, — und aus einem
dariiber befindlichen Stahlplitichen g%, lings welchem eine in £/
/ffr*‘ verschiebbare Schreibstifthiilse frei beweglich ist. Die sub (III) er-

T [ \ wiihnte Schreibstifthiilse S dient hier bloss zum Niederdriicken der
Stahlplatte ¢/, um hiedurch den zeichnenden Stift auf die Zeichnungs-

7 fliiche wirken zn lassen.
Zur Bestimmung des Radius » eines Kreises, auf welchen eine

-" Linge 2/ angewunden einen Bogen liefert, dessen Pfeilhthe eine

cegebene Liinge % betriigt, hat man die Relationen :

7 {

X=—=

: )
=¢'——8my’, r=
/ h d J R 52
/ _ [ ——i-? (92)
Fl Eben so hat man zur Bestimmung des Radius = eines Kreises,
/ \\ auf welchen eine bestimmte Liinge — 2/ angewunden einen Bogen iiber
einer gegebenen Sehnenlinge = 24 liefert, folgende Gleichungen:

ol 2

nn *
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2 oy bins l
(53) X=0=9¢— ; gin ¢, )':-?

Die nach (32) mittelst Construction bestimmten Werthe der Verhiiltnisszahlen ¢ und ¢ sind in prinei-
pieller Beziehung vollkommen richtig. Wenn man aber die ausserhalb der Theorie liegenden Umstiinde, als
die Mangelhaftigkeit der Instrumente, die unrichtige Ablesung der Messungsresultate in Erwiigung zieht, —
so wird man der Genauigkeit der durch Construction erhaltenen Bogenzahlen kein allzu grosses Gewicht zu-
erkennen; — man wird vielmehr diese Werthe bloss in der Eigenschaft von Initialwerthen der zu bestimmen-
den Wurzeln adoptiren.

Auf Grund dieser Initialwerthe lassen sich sehr leicht aus den betreffenden Gleichungen Niherungsfor-
meln ableiten, durch deren successive Anwendung die Bogenzahlen ¢’ und ¢ mit jeder erwiinschten Genauig-

keit sich berechnen lassen.

—0 e xEe 20—



ImEE BHL

Biodiversity Heritage Library

Zmurko, Lorenz. 1870. "Studien im Gebiete numerischen Gleichungen mit
Zugrundelegung der analytisch-geometrischen Anschauung im Raume, nebst
einem Anhange Uber erweiterte Fundamental- Constructionsmittel der
Geometrie." Denkschriften der Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften /
Mathematisch-Naturwissenschaftliche Classe 30, 217-300.

View This Item Online: https://www.biodiversitylibrary.org/item/88849
Permalink: https://www.biodiversitylibrary.org/partpdf/193316

Holding Institution
Smithsonian Libraries and Archives

Sponsored by
Smithsonian

Copyright & Reuse
Copyright Status: Public domain. The BHL considers that this work is no longer under
copyright protection.

This document was created from content at the Biodiversity Heritage Library, the world's
largest open access digital library for biodiversity literature and archives. Visit BHL at
https://www.biodiversitylibrary.org.

This file was generated 22 September 2023 at 15:18 UTC


https://www.biodiversitylibrary.org/item/88849
https://www.biodiversitylibrary.org/partpdf/193316
https://www.biodiversitylibrary.org

