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Luego tambien

E,IE—E du& _,'_'.(i C__i_l__{_i_’ﬁd_u

dy “dz

se deduce de la de S, respecto de A, si se sustituyen Z,
2 por sus valores en funcion de 2, 7, .

- Comolas ecuaciones de sustitucion son lincales i homojé-
neas, las ecuaciones de S 1 8’ son ‘del mismo grado: ademas
a ecuacion de S es la suma de términos, de grados deter-
inados, la ecuacion de S’ es tambien la suma de términos
grados respectivamente iguales.

- Se deduce que las moléculas repartidas sobre un elemento
lano, al rededor de A4, se trasladan, despues de la deforma
on, sobre otro elemento plano al rededor de A’ i que las mo-
las repartidas sobre un elipsoide de centro 4, se trasla-
n sobre otro elipsoide de centro A’.

FACTORES DE DEFORMACION

C

Sean a, B, v los cosenos directores de AB, se puede es-
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Las cantidades u, ¢, w, son, por hipdtesis, infinitamente
pequenas, sus derivados parciales son, por lo tanto, infinita-
mente pequeinios del mismo é6rden; luego, si se desprc—:‘cianlos'r
infinitamente pequenios de drden superior al primero, se
tiene :

i DA du du
S e g P L e
: dy "% " dy il d:)

Las formulas son anélogas respecto de los otros dos ejes

i la suma delos primeros miembros es igual es r’? ; se pone
para simplificar,

du d_v (-{Ep—b

dr = ¢ Zo s dai
] dv ) -d_u_:f figc b '
(1) rf.‘?;(:a dx Z

dw dir S o

dz 2 dy_!_hi:b

1se obtiene

2

rA=pr

: {1—-2 (@ a*+ a’ Be+a” = + b Bq+b 7 ath’ a B)} ‘

&

Luego

2

r=r(ld+ac ' @ F1a” ?+bB y+8 qatb’as

Se ve que la variacion de las distancias, entre las molécu-
las proximas de A, depende de seis cantidades. Ellas se lla-
man factores de deformacion isus valores estan definidos por
las relaciones (1).
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el primer término es funcion de z, z,1 el otro de x, y;

CASO PARTICULAR

Si los seis factores de deformacion son nulos, los cambios

de lugar de los moléculas satisfacen a las seis ecuaciones di-
ferenciales.

du dv dw _

T TR
dv dw  du
T T
dW—O q_lf dv

dzas dy Taz="

Las tres primeras ecuaciones demuestran que u, ¢, w so0n
espectivamente independiente de z, y, z. Ahora, en la suma

d  dw
dz+d’y

COrmo

7

; la suma debe ser idénticamente nula, los dos términos no

P
.|'b

ueden depender sino de la variable z i las dos funciones de-
en ser igualesi de signos contrarios, lo mismo sucede con

. las otras dos sumas i se tiene asi

|

e e e AP T aeig Cre

dy dw du
o A s A
dw du dv

@:—f(x) T i) d'x:*lp{z}

Por otra parte los funciones arbitrarios £, », 1, deben ave-
guar los relaciones

a0

Pl =0
\f;’—{—c?’ =)
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Luego

f’:l:’?": 'I_lr/, — |}

Segun esto los tres funciones f, ¢, 1/, son constantes, sean
N, M, L, sus valores1 A, B, C, otras tres constantes arbitra-
rias. Se obtiene

u=AJ Ly-—Mz - .
(-’=B—}—;1[3—."|_.E f
w=C--Nx—Ly 4

Los primeros términos de los segundos miembros corres-
ponden a una traslacion de todas las moléculas 1los dos 1ul-
timos a una rotacion de todas ellas al rededor de un mismo
eje. En resimen, el conjunte de las moléculas se mueve en- |
tonces como nn solido invariable. Se averigua asi que las dis= |8
tancias respectivas de los puntos permanecen constantes. No |
hai deformacion.

VARIACIONES DE LOS FACTORES DE DEFORMACION CUANDO
SE CAMBIA DE LA ORIENTACION DE LOS EJES DE COORDE-
NADAS.

Si se cambia la orientacion de los’ejes de coordenadas, los
cosenos directores «, % 7, de A B, toman otros valores o’ f

11 las relaciones que espresan los primeros en funcion de los
otros son lineales 1 homojéneas, por lo tanto la sustitueion, en
la espresion de 7°, de @, B, ¢, por sus valores en funcion de los
nuevos cosenos da una espresion de la misma forma en o« f’,
7.5e deduce de esta altima los nuevos valores delos factores
de deformacion. g

Sea, por ejemplo, un cambio de orientacion debido a una
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r=r { 1taoz{a’ (3>2—2 rs)+a” (1°4-2 Bye)
Lhi(Byt-eB2—ex?):tb" (ay+ale)+b" (2B —say))

“De aqui se deduce, para la variacion de los factores de
rmacion,

ca—=—o 6b=2:(a”’—a’)
ga’ = +zb 8b’ —=—:zb"’
8"’ =—:b ob” =--zb’

DILATACION CUBICA

" Se observa que la suma a-}-a’+a’’ no cambia por efecto
la rotacion =. Ella no cambia tampoco cuando se consi-
an otras rotaciones alrededor de 0Y, 0Z,luego su valor no
mbia por efecto de una rotacion elemental, alrededor de
eje cualquiera. Se deduce que su valor es independiente
e la orientacion de los ejes de coordenadas.

1la superficie S es una esfera de centro A 1 de radio r, la
erficie S” es un elipsoide i1 se puede elejir la orientacion de
ejes de coordenadas, de manera que ellos coincidan con
direcciones principales del elipsoide §’. En esta hipo-
s, los semi-ejes tienen los valores

rt-ta), r (1+a’), r(l-a”)
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Luego su volumen es

S ES

ard (1-a+ta’+a”)

3

Se deduce que a-}-a’+a” representa la dilatacion del ve-
limen dela esfera S. Esta suma se llama dilatacion citbica en
el punto A. :

CAPITULO I1I

DE LAS PRESIONES

Sea M la posicion de una molécula cualquiera, en un cuer-

po deformado. Se considera un plano cualquiera que pasa |
por M i las acciones, sobre M, de todas las moléculas situa- |
das a un mismo lado del plano. Sea f la resultante de estas |
acciones; se admite que la fuerza f varia de una manera |

continua cuando se consideran, en el mismo plano, otras
moléculas infinitamente proximas de A,

Aceptada esta hipotesis, el sistema de las fuerzas j que
corresponden a las moléculas, repartidas sobre un ele-
mento plano dw, son equivalentes a un solo vector. Este se
designa por pdo 1 se dice que p es la presion, en M, sobre el
elemento do.

El sentido de f respecto del plano indica si las moléculas
estdan sometidas a una presion o a una tension; sin embargo,
los dos casos se estudian conjuntamente i se consideran sim-
plemente las tensiones como presiones negativas.

Ahora la presion, en M, depende, en jeneral, de la orien-
tacion del elemento dw. Sea Mn la normal a este elemento;
se representa la presion por p,.

Por otra parte la presion p, puede tener una direccion
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cualquiera respecto del plano de dw; para definir esta direc-
cion se dan las tres proyecciones de p, sobre los ejes de coor-
denadas; estas proyecciones se designan por

-p-u 3 pr:g.- ] p'-)n.:

Si se consideran, en particular, las presiones sobre tres ele-
mentos, respectivamente perpendiculares a los ejes de coor-
denadas, se obtienen las nueve provecciones.

P.\'x p.\}-‘ p.\:.
Pyx Pyy Py
Pz Pzy P-:

Estas nueve cantidades se reducen a seis distintas, porque
el orden de los indices es indiferente.

Para demostrarlo se considera un volimen elemental h-
mitado por seis planos, respectivamente paralelos a los de
eoordenadas. Las fuerzas que obran sobre este elemento coin-
prenden las presiones sobre las seis caras 1 las fuerzas, ana-
logas a la pesantez, que obran sobre todas las moléculas.
Como el elemento de volimen esta en reposo, la suma de los
momentos de todas las fuerzas respecto de un eje cualquiera,
es igual a cero.

Se considera un eje de momentos, paralelo a 04,1 que
pasa por el centro del volumen. Las presiones sobre las ca-
ras dan los momentos

DR ays dzi e de
sl 0z driidy

Por otra parte el momento resultante de las fuerzas ana-
logas a la pesantez es nulo; se obtiene, por consiguiente:
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(va —P}-x] dmdyd:= 0

O sea
Pxy= Pyx

Se demostraria de la misma manera que los otros indices
pueden invertirse.

PRESIONES DIRECTRICES

Se considera, en el interior del cuerpo deformado, un ele-
mento de volimen limitado por un tetraedro; tres de las ca-
ras son respectivamente paralelas a los planos de coordena-
das 1 la cuarta es normal a una recta de cosenos directores
G B

Sea dw el area de esta ultima cara; las 4reas de las otras
tres son o do, B do, v do.

Lasuma de las proyecciones, sobre un eje cualquiera, de
las fuerzas que obran sobre el tetraedro es igual a cero. Entre
estas fuerzas, las presiones sobre las caras son infinitamente
pequenas de segundo érden 1las fuerzas analogas a la pesan-
tez son del 6rden del volamen del tetraedro, es decir, de ter-
cer orden. En consecuencia la proyeccion de las fuerzas so- |
bre OX da la ecuacion.

— Pux A0+ P 2do+p Bdo %;pw’dm =()

e X

Las ecuaciones relativas a las otras dos ejes son analogas
1 se deduce de ellos.

p =ap |-pp+ip

XX vy ZX

) —C D
(3) Al il el

ny

P =op + Bp-t-qp
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Estas ecuaciones demuestran que la presion, sobre un ele-
imento plano, de direccion cualquiera, depende, en cada
unto del cnerpo, de seis presiones determinadas; estas se
laman presiones direc'rices.

Las mismas ecuaciones permiten demostrar que la presion,
| rededor de un punto, es constante, cuando ella es siempre
‘pormal al elemento. En efecto se tiene entonces

’1 pll ':-" p,\:\‘
BPn =82 Pyy
T Pn =1 Pz

Estos deben tener lugar para todos los valores de «, g, ¢;
1620 es necesario que se tenga

Pn=Pzxx Pyy =P,

Se deduce que p, es constante.
‘Sea pna' la proyeccion de p, sobre una direccion n’ defi-

o I A ]

nida porlos cosenos directores =’3'7’; se deduce de (3).

Pun :qq,pxx I?J'B’p)’}’ +TT’Pm-'r (BYJI_JST’)JDW'
(4 9P (BA B )

Como el segundo miembro es simétrico respecto de =, §, v
12,8’ ¢, setiene la relacion jeneral.

pnﬂ' =2 pn’n

Cuando los direcciones n, n’ coinciden, se obtiene la pro-
yeccion p,, de la presion sobre la normal al elemento;su va-
lor es, segun (4),

. puﬂzﬂszx_l_ﬂzpyy —i_‘fzpzf, 1,-52‘{])“ "I_QY'xpzx't"sz-gpxy
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VARIACION DE L.AS PRESIONES DIRECTRICES CUANDO SE CAMBIA
LA DIRECCION DE LOS EJES DE COORDENADAS ‘

Las formulas (4) 1 (5) permiten resolver el problema.

Se supondrd, como mas arriba, que los nuevos ejes
coordenadas resultan de una rotacion infinitamente peque:
= de los primeros al rededor de OX. En esta hipotesis,
cosenos directores delos nuevos ejes, respecto de los prim
ros, son

L v s e
0Xx’ 1 0 0
@Y 0 1 3
0z’ 0 —e -1
Se deduce entonces de (4) 1 (H) ‘
Pxx = Pxx py‘z’:pyz+5(pzz_pyy )

R +23p}'3’ 'pz.\'.' =Pzx—EPxy
Pz =Da—25Py: Pxy =Pxy 1 Pxz

En consecuencia, las variaciones de las presiones dir
trices son

OPxx =0 Spy,=2(P—Pyy )
{6) 8pl’y =25pyz bpz:c:_-epxy
apzz=_?‘epyz Bpxy=“|—epxz
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CAPITULO IIT

RELACIONES ENTRE LOS FACTORES DE DEFORMACION
I LAS PRESIONES DIRECTRICES

- Las presiones directrices, en cada punto de un cuerpo de
‘formado, deben ser funciones de los coeficientes de defor-
' maecion, en este punto, 1ellad deben anuiarse cuando la de-
‘formacion es nula, es decir cuando los seis factores de
‘deformacion son nulos.

Ahora, la ecuacion que espresa una presion directriz cual-
| quiera puede desarrollarse en serie; en esta serie el termino
jiﬁdependiente de los factores de deformacion es nulo i los
. términos de grado mayor que el primero deben despreciarse:
Se obtiene asi, para la presion p,., por ejemplo, una espre-
sion de la forma

() P Aa L A" @+ Bb-LBY LB

Las cantidades A, 4°, A,” B, B, B, dependen, en jeneral,
| delas coordenadas del punto considerado. Se deduce que las
. seis presiones directrices son funciones lineales de los facto-
' res de deformacion i que estas funciones contienen 36 coefi-
. clentes incognitas, cuyos valores pueden variar de un punto
a otro del cuerpo deformado.

El problema se simplifica cuando se consideran los cuerpos

]Tfamados isétropos. Por definicion, las moléculas de un cuerpo
isotmpo en el estado natural, estan distribuidas simétrica-
' mente al rededor de cada puntoila simetria se refiere a un
@]e de direccion cualquiera.
: Se deduce lojicamente que las 36 cantidades incégnitas
| que figuran en las espresiones de las seis presiones directri-
ﬁ;es econservan los mismos valores en todos los puntos del
;i- ;ﬁuerpo 1 no varian tampoco cuando se cambia de una manera
j"éi:talqui\e[‘a la orientacion de los ejes de coordenadas.
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Iistas propiedades permiten reducir a doslos 36 coeliciens
tes de las relaciones analogas a (7). '

Para demostrarlo se supone que los ejes de coordenada
jiran de un angulo infinitamente pequefo =, al rededor-
OX: se ha demostrado—formulas (6)—que la presion pag
queda a misma; luego el segnndo miembro de (7} debe t
bien quedar lo mismo, cualquiera que sea el valor de
cualesquiera que sean los valores de los factores de s
II]EIG!OH 3

Ahora las formulas (2) dan los cambios de los factores de
deformacion debidos a la rotaclon =; si se toman en cuenta
esas formulas se deduce

o=ch (A'—A”)L2 ¢ (@’—a’) B—ebB’-}-b:B>

Como esta relacion debe quedar satisfecha, cualesquiera
que sean los valores de =, a, a’, @’ b, b', b” se debe tener

La ecuacion (7) se reduce entonces a la siguiente
pxx = da+ A’ (a’ + a”)
O bien

=A% (@@ %) WA

121 primer paréntesis representa la dilatacion cubica; sea
sea () su valor. Sea tambien |

Al

A— A" =—2p
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Se han adoptado los signos ménos para que, siendo x 1 1.
~ dos cantidades positivas, una dilatacion del cuerpo corres-
E

- Eponda a tensiones, o sea a presiones negativas, se tiene por
consigulente

Prx=—X20—2ua

S1 se permutan los ejes de coordenadas, las presiones 1 los
factores de deformacion se permutan, pero la dilatacion cubi-
ca Q 1los coeficientes %, u. quedan invariables; en consecuencia
se tiene tambien

Pyy =— A0 —2pa
T — - — O

Se considera ahora la segunda ecuacion (6)

o = S A e

se deduce, del valor de p, i de la segunda ecuacion (2).
GPyww= —2p0a =—2pceh
Luego, al 1gualar los dos valores de ¢ p,, ,
2e p,, = —2peb
O sea
Py. = —pb

Se deduce, por permutacion,
Pox' = 00

Px; ——— :J,b”

B
;- -

i e il
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